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0. Richiami sulle onde elettromagnetiche

Un plasmaé un gas ionizzato e complessivamente neutroa assitituito da elettroni (ed
eventualmente ioni negativi) e ioni positivi, coguale densita, ed eventualmente atomi e
molecole neutre. La ionosfera pud essere assinaldtanmagnetoplasmaossia un plasma
(benché minoritario, in quanto immerso in una ardemsa atmosfera neutra) in presenza di
un campo magnetico costante (o0 al piu lentamentiabibe rispetto al periodo delle onde
elettromagnetiche considerate).

La teoria magnetoionicastudia proprio la propagazione delle onde elethgmetiche
attraverso un mezzo di questo tipo.

Alla teoria magnetoionica vera e propria si preprgitalcune importanti considerazioni
generali sulla propagazione delle onde elettromiagre nel vuoto e in un generico mezzo
materiale. A tal proposito si considera un sistelngerimento cartesiano ortogonabe ¥, 2)
nel quale rappresentare i fenomeni elettrici e reighmediante i vettorintensita del campo
elettrico E einduzione del campo magnetiBg o intensita del campo magnetitt (legato a
B dalla relazioneB=uH, dove u e la permeabilita magnetica assolQtaLe relazioni che
legano questi due vettori sono espresse dallazioni di Maxwell

divD = p,

divB =0,
(0.1) )

rotE = —1H,

rotH =J +D,

dove D=¢E e linduzione dielettrica ¢ la costante dielettrica(o permittivita elettricg
assoluta p la densita volumica di carica elettrica liberd=¢E la densita di corrente ¢ la
condulttivita

Le tre costanti del mezzou e s sono in genere grandezze tensoriali e questdfisigmhe
i vettori ¢E, oE, uH e B/u possono avere orientamento diverso dai veloitd e B. Se |l
mezzo e perdsotropq cioé non esistono direzioni particolari o prigilate, le tre costanti
sono grandezze scalari; inoltre se il mezzongeneple tre costanti hanno il medesimo
valore in ogni punto del mezzo e i vettef, oE, uH e B/u hanno quindi lo stesso
orientamento dei vettolt, H e B. Per un mezzo omogeneo ed isotropo le (0.1) agsoimo
quindi la forma

@ dvE=2,

0.2) (b) divB=0,
() rotE=-1H,
(d)  rotH =0E + &E.

Si consideri adesso un mezzo omogeneo, isotrop@ don sono presenti cariche libere
(p=0), elettricamente non conduttoré&=¢E=0), e all'interno del quale i campi elettrico e
magnetico variano unicamente lungo la direzin(ieche implicadc/ox=0/0y=0), che si ritiene
essere la direzione di propagazione dell’ondareletignetica.

Prendendo il rotore della (0.2.d) e considerand0.2.c) si ottiene



(0.3) rotrotH = &rotE = —g1H .
Ora dato un vettore si ha
(0.3.1) rotrotF = graddiF —divgradF ;

se il vettore in questionel8 allora di\H=0 (il che e vero solo per un mezzo omogeneo ed
isotropo) e quindi la (0.3.1) si riduce alla

(0.3.2) rotrotH = —divgracH .

Ora dato un campo vettoriadéx, y, 2), il corrispondente gradiente é

aa‘x aay aaz
ax  ox  ox
(0.3.3) grada = 93 % 0a, ,
oy dy oy
aa‘x aay aaz
9z 0z oz

che e un tensore del secondo ordine, la cui matappresentativa contiene le derivate
parziali delle componenti del campo vettoriale;aska si sostituisceH, che si e ipotizzato
variare solo lungo la direziore si ottiene

0 0 0
(0.3.4) gradH=| O 0 0o |,
oH, OoH, oH,
0z 0z 0z
e quindi
2 R aZH . 2 R
(0.3.5) divgrad—|:D2H:a |_|Xi+ Vj+a sz_

0z° 0z° 0z°

La (0.3) considerando la (0.3.5) diventa allora

0°H
0.4 0%H =g )
Ora
0.5 divH:aHX+aHy+aHZ:O
(0.5) :
ox oy o0z

e, ricordando ancora una volta dhevaria solo lungo la direziorg dalla (0.5) segue che



(0.6) a:Z:O: H, =cost =0;
z

se a questo punto si sceglie il sistema di rifentnein modo tale chél,=0, I'equazione
vettoriale (0.4) si riduce alla seguente equazguadare (proiezione della (0.4) sull’asge

o, =€/Jazt|y,

0.7
(0.7) P 5

che rappresentaduazione delle ond@ piu correttamentedquazione del moto ondgsuer
un’onda che si propaga lungo la direzianeon velocita di fasev=[1/(cx)*? (nel vuoto tale
velocita corrisponde con la velocita della luce vale [1/6qu0)Y], dove g e uo sonola
permittivita elettrica e la permeabilitda magnetica del vudtoAnalogamente per la
componentds, del campo elettrico avremmo trovato la seguent@zqgne

0°E 0°E
0.7.1 L e
(0.7.1) 07 D,
La soluzione generale della (0.7)
(0.7.2) H,(zt) =F(z-vt) +G(z+ W),

dove F(z-vt) e G(z+vt) rappresentano rispettivamente un’onda che si muavavanti e
un’'onda che si muove all'indietroF(e G sono degli opportuni operatori funzionali
dell’'argomento in parentesi). Soluzioni del tipo7(@) si ottengono se si considera un pihto
a distanza piuttosto grande da una sorgente pumgfolungo la direzione di propagazione, e
se si considera una non grande estensione di sipgaiao aP; le componenti dE (e quindi
di H) hanno una determinazione che dipende, oltre ehéethpot, soltanto dalla distanza, e
tale determinazione é la stessa in tutti i puntin(reccessivamente distanti B di piani
ortogonali alla direzione di propagazione: € ilcdslleonde piangossia onde che hanno un
fronte d’onda(luogo dei punti di uguale fase) piano.

Una soluzione particolare dell'equazione delle on({@€7) & rappresentata dal caso
dell’londa armonica

(0.7.3) H, = Asin(at - (kz+¢)),

guando la dipendenza dal tempoHli(e analogamente dt) € espressa da una funzione
sinusoidale; questo vuol dire che gli operatere G della (0.7.2) sono il prodotto di una
costante per la funzione seno. Nella (0. A3appresenta #mpiezza (wt-(kz+y)) & lafase
allistantet e a distanza dall'origine; kzt+y) é lafase iniziale localgcioe a distanza e
all'istante in cui si prendé=0; w=2rf=2n/T € la pulsazione(ossia la variazione della fase
nell’'unita di tempo);y e lafase iniziale all’origine cioe la fase all’istante=0 e a distanza
z=0; k=2n/. e il coefficiente di faseo numero d'onda che rappresenta lo sfasamento
corrispondente ad un cammino pari all'unita di luezza;i € lalunghezza d’ondacioe la
lunghezza percorrendo la quale la fase variandiE2 ovwvio che con un’opportuna scelta
dell'istante iniziale, pud sempre rendeysiO e in questo caso la fase iniziale locale comcid
con kz=(2n/1)z, cioé con la variazione di fase relativa al canmz. La (0.7.3) pud anche
essere considerata come la parte reale di



— i (at=(kz+y))
(0.7.4) H, = Aexp @)

in quanto gli esponenziali complessi sono moltogatplici da maneggiare.

Sempre considerando un mezzo omogeneo e isotr@ye, kon sono presenti cariche
libere p=0), elettricamente non condutto=¢E=0) e all'interno del quale i campi elettrico
e magnetico variano unicamente lungo la direzprdopo aver dimostrato la natura ondosa
della perturbazione elettromagnetica, se ne dirmastiesso la trasversalita e 'ortogonalita;
scegliendo quindi un sistema di riferimento in &FE,~0 le (0.2.c) e (0.2.d) vengono
proiettate lungo le tre direziorjy ez

0E, OE oH, oE
@ Sz-reepter |Seeo, Ml (Mg
dy 0z ot 0z ot ot
0E, OE oH oE oH oE oH
0.8 b X — Z - _ y, X = — _y, X = _y,
©8) 0 TN T HF T e P T e Fan
0E, OE oH oH oH
C y X = — z1 z — 01 z — )
(©) ox ody H ot ot ot
oH
(a) aHz_ y:‘gaEx1 _aHyzgaEx, _%:g%
ay 0z ot 0z ot 9z ot
oE oE
(0.9) (b) aHX_asz‘s v aszg N aszo,
0z 13)4 ot 0z ot 0z
oH., 9H 0E oE oE
C Y T X =—g 2 £ =0, z=0.
(©) ox  ody ot ot ot

Le (0.8) e (0.9) ci dicono che le uniche compondnk e H che variano nel tempo e nello
spazio sono I&, e laHy, e di conseguenza ckee H sono ortogonali tra loro e alla direzione
di propagazione.

Vale la pena qui precisare che si parla di ondagp@uando il fronte d’onda € piano e di
onda polarizzata pianguandoE € H si trovano su un piano; i due piani in questionsspno
perd non coincidere, come é il caso dell'onda acaish cui I'oscillazione avviene lungo la
direzione di propagazione e quindi ortogonalmehfeoate d’onda.

Inoltre si € appena visto che un’onda elettromagaghel vuoto o in un mezzo omogeneo
e isotropo, ha una polarizzazione piana con piaml@rizzazione ortogonale alla direzione
di propagazione; vedremo che per un mezzo con@uitomerso in un campo magnetico
(quindi in un mezzo non isotropo elettricamente lgua la ionosfera) 'onda non é piu
polarizzata piana ma esce fuori una componEntengo la direzione di propagazione; non si
parla piu quindi di polarizzazione piana ma spazial



1. Equazione di Altar-Appleton: approccio macroscofo

Se il plasma é investito da un’onda elettromagaetit campo elettricoE dell’'onda
interagisce con gli elettroni, sottoponendoli ac forzaF=eE. Ciascun elettrone messo in
movimento dal campo elettrico rappresenta quindi oarica accelerata e irradia energia
elettromagnetica. L'elettrone pu0 essere visto ancbme una piccola corrente elettrica
oscillante che ha assorbito energia dal camporielettiel’'onda incidente e irradia un’onda
elettromagnetica con la stessa frequenza, ma a@nsdi fase. L'onda elettromagnetica che e
irradiata dal singolo elettrone si propaga su mt d'onda con superficie quasi sferica, il
cui centro e l'elettrone stesso. Queste onde $ferinterferiscono tra di loro privilegiando
una certa direzione dove vi e interferenza costauttin generale, se il mezzo non e
omogeneo, l'effetto netto che si rivela € un camgato della direzione di propagazione
dell'onda incidente che & deviata da regioni ad d#nsita elettronica verso regioni a bassa
densita. L'intensita di tale effetto dipende dalljgigzza delle oscillazioni, quindi
dall'intensita del campo elettrick e dalla frequenza dellonda incidente, e dallas@tan
elettronicaN. Inoltre, la polarizzazione dei campi elettricmagnetici irradiati dagli elettroni
in vibrazione differisce dalla polarizzazione deinpi dell'onda incidente a causa della
presenza del campo magnetico terrestre. Come vedrdncampo magnetico terrestre
produce percido un’anisotropia per la quale onddtreleagnetiche uguali, provenienti da
diverse direzioni o dalla stessa direzione ma ciffierdnte polarizzazione, subiscono una
diversa interazione con il mezzo.

In questo paragrafo si vuole calcolare la relazidnalispersione, e quindi l'indice di
rifrazione, per onde elettromagnetiche che si pgapa in un magnetoplasma. Se
considerassimo un magnetoplasma qualunque laZi@ita sarebbe piuttosto complicata; si
fanno pertanto le seguenti ipotesi semplificatrici:

» assenza di cariche localizzateQ);

* linterazione tra il magnetoplasma e le onde edetignetiche & rappresentata dal
vettore di polarizzazionP (che per un mezzo omogeneo ed isotropo e pasieg(E,
dovey é lasuscettivita elettricahe in questo caso risulta essere una costantgrane
per un mezzo qualsiasi € un tensore);

e campo magnetico esterityuniforme;

» le proprieta magnetiche sono quelle del vuoto, djuir w;

* viene considerato unicamente il moto degli eleitrbrtampo elettrico di un’onda che
penetra nel plasma ionosferico esercita una foumdi ®lettroni e sugli ioni del
plasma. Gli ioni mediamente hanno una massa ch&® ®lte quella degli elettroni,
e a causa della loro inerzia tendono a rimanete @b posizioni, mentre gli elettroni
sono posti in vibrazione e seguono le oscillazawicampo elettrico;

» si trascurano le collisioni tra gli elettroni e particelle pesanti (particelle neutre e
ioni);

e si considera un magnetoplasma cosiddetto “freddssia il moto termico degli
elettroni viene trascurato. In realta, le veloditdgpresse alle particelle dalle onde
elettromagnetiche di nostro interesse (con frecaedell’ordine del MHz) sono
dell'ordine di circa 18m/s, mentre le velocita indotte dall’'agitazionen&ra sono, per
gli elettroni, dell’'ordine di circa Ton/s. In queste condizioni I'approssimazione di
plasma freddo sembra non potersi applicare. Persi, gensa che la velocita vettoriale
media dell’agitazione termica € praticamente n@élancora corretto parlare di plasma
freddo.



NOTA: SiaP cheJ possono essere usati per descrivere lo stato elegiioni (e degli ioni)
nella ionosferage entrambi contribuiscono sia alle correnti di amidne che a quelle di
spostamento (per una trattazione quantitativa dstpuaspetto si rimanda al Budd&adio
Waves in the lonospher€ambridge University Press, 1966). E anche imptetaotare che,
considerato ch®=Ner (vedi (1.1)), le due grandezdes P sono legate tra loro dalla relazione

3=Nev=nNedr =97
t dt

il che, rappresentandB un movimento di cariche oscillanti, equivale a siderare una
densita di correntd oscillante.

Quindi per quanto concerne linterazione tra il metpplasma e le onde elettromagnetiche,
possiamo liberamente considerare il mezzo o comeamduttore (nel qual caso vi & una
corrente di conduzion&#0), o come un mezzo polarizzabile in cui il movirtedelle cariche
e incluso nel termine di polarizzazioRe La cosa importante da capire € che non e possibile
fare entrambe le cose.

La definizioneP=Ner € piuttosto ambigua in quantanon puo essere specificato e sarebbe
impossibile immaginare un esperimento dedicato allaura diP in un certo punto; al
contrario, la velocita ha un significato ben precsl un esperimento per misurare la quantita
J=Ne(dP/dt) puo essere fatto facilmente. In realta, quiraieloria dovrebbe essere formulata
secondoJ, ma P nelle equazioni di Maxwell appare solo attravelsalerivata rispetto al
tempo, e quindi 'ambiguita viene rimossa. Si #sperché la matematica che ne consegue
risulta essere piu concisa.

In un approccio di tipo macroscopicsi suppone che il numero di elettroni contenuto
all'interno di un cubo di volumé® (dove4 & la lunghezza d’onda dell’'onda elettromagnetica
che si propaga nel mezzo) sia cosi grande da pstare assimilato ad una distribuzione
continua di carica il cui movimento € quindi equérge ad una distribuzione continua di
corrente (il che e corretto per le onde elettroretighe di nostro interesse che hanno
frequenza dell’ordine del MHz e quindi lunghezzeordla dell'ordine del metro).
Considerando l'effetto che wuna distribuzione camdindi carica ha su un’onda
elettromagnetica, una quantita molto importanteaepoblarizzazioneP definita come il
momento di dipolo indotto per unita di volume dekzmo. Questa quantita pud essere
relazionata al movimento degli elettroni nel moéguente. Il movimento di un elettrone da
un punto A ad un punto B si puo rappresentaredasic I'elettrone in A e aggiungendo un
dipolo (Figura 1.1) in modo da annullare la camcaginale in A; se ci son® elettroni per
unita di volume e se tutti si muovono di una stedistanzar, I'equivalente momento di
dipolo per unita di volume, che rappresenta applanpwmlarizzazion® del mezzo, e dato da:

(1.2) P=Ne,

A4
+....
Figura 1.1



dovee ¢ la carica elettrica associata all’elettrone.

Il movimento degli elettroni, e quindi la polarizzaneP, & causato dal campo elettrigo
dell'onda elettromagnetica e, in mancanza di unpzamagnetico applicat® edE risultano
paralleli; si parla in questo caso di un meigotropa Lo spostamenta, e quindi la
polarizzaziond®, sono entrambi proporzionali &

(1.2) P =oE,

dove ¢ € una quantita scalare deftalarizzabilita del mezzg¢da non confondere con la
condulttivita elettrica precedentemente definita).

In presenza di un campo magnetico gli elettroni necessariamente si muovono lungo la
direzione diE e quindiE e P possono non essere paralleli; si parla in quesso di mezzo
non isotropo Inizialmente considereremo il caso di un mezntrago.

Si suppone adesso che I'onda elettromagnetica ichmgaga attraverso il mezzo sia di
tipo sinusoidaleE(r,t)=Eexptik r)explwt), dove E=(E,, E,, F,) € 'ampiezza dell’'ondde
analogamente per il campo magnetit@,t)=#exp¢ik r)explwt) conH=(Hy, Hy, H)), » € la
frequenza angolare dell'ondak il vettore d’'ondaun vettore che ha come ampiezza il valore
27/2. e come direzione e verso quelli della propagazaeitonda). Si suppone inoltre, come
inizialmente ipotizzato, che il movimento degli iguositivi (in quanto molto piu pesanti degli
elettroni) possa essere trascurato e che gli efettron collidano con altre particelle; sotto
queste condizioni I'equazione del moto di un singalkttrone e:

(1.3) mi' = eE,

dovem € la massa dell’elettrone.
L’equazione (1.3) &€ vera a condizione che il movitoedegli elettroni circostanti non
influenzi il moto del singolo elettrone, e trasauta la forza di Lorentz dovuta al campo
magnetico dell'onda elettromagnetica. Nel casauirilanoto di un elettrone fosse influenzato
dagli elettroni circostanti sarebbe necessarioumete nella (1.3) un altro termine detto
“termine di Lorentz”.

Dalla (1.3) (per integrazione e considerando I'oetittromagnetica sinusoidale definita
poco fa) si ricava

(1.4) r = (-e/ ma)E,
e sostituendo la (1.4) nella (1.1) si ottiene
(1.5) P=(-N€&’/ma’)E.
Confrontando la (1.5) con la (1.2) si vede chediafizzabilita del mezzo e data da
(1.6) o =-Né&/ma’;
la polarizzabilitd negativa sta a significare cheiahe libere sottoposte ad un campo elettrico
alternato sono spostate in una direzione che évalgnite a quella di un dipolo oscillante in
antifase rispetto al campo responsabile di talstspeento.
Le equazioni (1.2) e (1.6) che esprimono il comgmoento di un mezzo continuo sono

chiamate legelazioni costitutive del mezzA questo punto si vuole mettere in relaziermson
la permittivita elettricarelativa del mezze, (che, per un mezzo omogeneo ed isotropo, &€ un



numero puro sempre maggiore di 1 che dipende datlara del dielettrico) e per fare questo
si considera Ihduzione elettrica

(1.7) D=¢E+P,

(dove ¢ € la permittivita elettrica del vuodoche tiene conto del campo elettrico totile
agente sul dielettrico e del contributo del dieiett stesso. Nel caso che si sta considerando,
ossia di assenza di campo magnetRRedE risultano paralleli e quindi si pud anche scrivere

(1.8) D=¢¢,FE,

NOTA: dalla (1.7) e (1.8), considerando che permezzo omogeneo ed isotropo &
P=¢qyE, si hageoE=¢o(1+y)E da cui segue chg=(1+y).

confrontando la (1.7) con la (1.8) e consideramd.|5) si ottiene

1P| Ne
1.9 =1+ 1= -
(1.9 & +£0 |E| £ma’’

A questo punto il passo successivo che si deve eveng studiare la propagazione di
un'onda elettromagnetica attraverso un mezzo coaoticaratterizzato da una costante
dielettrica relativae, del tipo (1.9). Per fare questo si scrivono ifinente le equazioni di
Maxwell nel vuoto

divH =0,

divE =0,
(1.10) .
rotH = &,E,

rotE = -, H;

le onde elettromagnetiche sono in questo casotedraate da una velocite 1/(squo)”> Se
si considera adesso un mezzo caratterizzato dacema costante dielettrica le stesse
equazioni diventano (in accordo con le ipotesi d#iwgtrici prima enunciate e sempre
considerando un mezzo omogeneo ed isotropo)

divH =0,
divE =0,

(1.11) . A . . . .
rotH =D=¢gE+P=¢E+£XE = 50(1+)()E = £ &,E,
rotE = -y H;

in questo caso le onde elettromagnetiche sonotedraate da una velocita

(1.12) y=— 2t _-_C

V&€l ) \/g_r



Si introduce adesso lindice di rifrazione che €& legato alla velocita dellonda
elettromagnetica dalla relazione

(1.13) V=—;

sostituendo la (1.13) nella (1.12) ed elevandaualdgato si ottiene
(2.14) n=¢,

e tenendo in considerazione la (1.9) si ha

(1.15) n?=1-

La (1.15) non é altro che [I'espressione dell'indick rifrazione per un’onda
elettromagnetica che si propaga attraverso un mgetiicamente isotropo. La (1.15) & usata
per evidenziare le caratteristiche dispersive delzzo e per questo viene anche detta
relazione di dispersionelLe grandezze: (permeabilita magnetica relativa del megza
(permittivita elettricarelativa del mez2oe ¢ (conduttivitd, dalle quali I'indice di rifrazione
pud dipendere, possono essere espresse da valoplessi e quindi anche l'indice di
rifrazione sara in questo caso una quantita corspjesio avra un’enorme influenza
sull'assorbimento delle onde elettromagnetichemezzi materiali.

NOTA: si noti dalla (1.15) che lindice di rifrazi@ e <1, il che vuol dire chesc; tale
relazione puo sembrare un paradosso fisico, irtaresdlla definizione (1.13) dell'indice di
rifrazione conv si intende la velocita di fase dell’onda elettromagnetica (definita dalla
relazionevi=Av dove conv si intende la frequenza dell'onda elettromagnégteacioe la
velocita con cui varia la fase dell’onda nel suopagarsi. A pertanto non € associato alcun
trasporto né di massa né di energia; il fatto ehe vuol semplicemente significare che a
parita di frequenza la lunghezza d’onda € maggietenezzo che nel vuoto.

L’energia dell'onda viaggia invece con la cosiddetelocita di gruppag, velocita questa
che, ovviamente, non puo eccedere quella della; llcedue velocita, trattando di onde
elettromagnetiche, sono legate dalla relaztm(efvg)”z.

Si suppone adesso che il mezzo sia elettricamemtasotropo, il che vuol dire cHé non
€ necessariamente nella stessa direzion&.dBi vedra che, in un tale mezzo, lI'onda
elettromagnetica non ha piu una polarizzazione giaosicché il suo campo elettrico e
magnetico possono avere componenti lungo le tezidiniE,, Ey, E;, Hy, Hy eH,.

NOTA: peronda pianasi intende un'onda i cui punti di uguale faser@véano su un piano,
peronda polarizzata pianai intende un’onda per la quale le componenk @H si trovano
Su un piano; i due piani non € detto corrispondemme ad esempio accade per le onde
acustiche dove l'oscillazione & avviene lungo la direzione di propagazione.

Un’onda elettromagnetica nel vuoto ha una poladzwee piana con piano di
polarizzazione ortogonale alla direzione di progawae; in un mezzo conduttore con Bn



presente (quindi in un mezzo non isotropo elettnigate) 'onda non € piu polarizzata piana
perché esce fuori una componeBtalovuta al fatto che il mezzo é conduttore. In tueaso
non si parla piu di polarizzazione piana ma di pptazione spaziale.

Per prima cosa studieremo la propagazione delle émdneglio, come si vedra a breve, di
onde caratteristichein un mezzo qualsiasi dopodiche, in un secondmemto, per trovare
l'indice di rifrazione della ionosfera, introdurrene proprieta del mezzo magnetoionico.

La polarizzazione dell’'onda, descritta dai rappBytEy, E/Ex, Hy/Hx € H/Hy (vedi NOTA
poco dopo), in generale, se il mezzo non &€ omogendsotropo, cambia al viaggiare
dell’onda; si vuole perd vedere se ci sono ondéddade caratteristicheche propagandosi
lungo una determinata direzione non cambiano tapatarizzazione.

Si considera allora un’onda piana (il che non vdioé polarizzata piana!) che viaggia
lungo la direzione, per cui tutte le componenti B e H variano corz come exp{kz) e non
variano lungo le direziornk e y che giacciono nel fronte d’onda (quindi onde esgweatalle
seguenti relazionE(z,)=Eexptikz)expiwt) e H(z,)=Hexptikz)expiwt)); in questo caso i
rapporti che descrivono la polarizzazione dell’orsd@anno gli stessi per tutti i valori gi
cosicché si puo dire che al viaggiare dell’ondgptdarizzazione non cambia. Si parla in
guesto caso di onda caratteristica.

NOTA: viene esaminata la rappresentazione mateeal#s vari stati di polarizzazione di
un’onda polarizzata piana che si propaga lungoilezidne z. Nel sistema di riferimento
fissato le componentt e y del campo elettrice associato all’'onda possono essere scritte,
utilizzando il formalismo complesso, nella forma

EX(Z,t) =, exp—i(kz+l//x) exp(iax) ,
Ey(Z,t) — Ey exp—i(kzﬂlly) exp(iaI) )

Il rapportoE,/E risulta quindi essere

)

E i -
Y — yeXp'(wy ) —

Y=Y & exp_ia'/’ ,
Ex E, E

X

doved,=yy-yx.

Da tale rapporto si pud immediatamente determidarenatura della polarizzazione
dell’'onda.

Pero,~mrz (conm=%1, +2, ....) si ha

E = (—1)m& ,
EX f:)(
il che corrisponde ad una polarizzazione lineager(s, 'angolo formato dal vettor& con
gli assix ey e di 45°).
Peré,=n/2 e £=E, si ha
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Ey ~ex S
E, P

Ny

il che corrisponde ad una polarizzazione circoldestrorsa (ser#E, la polarizzazione
dell'onda e invece ellittica).
Perd,=-nl2 e E,=E, si ha

Ny

E, i
—L=exp? =i,
EX
il che corrisponde ad una polarizzazione circolsiréstrorsa (set#E, la polarizzazione
dell'onda e invece ellittica).

Per 09,<n/2 e n/2<o,<z (indifferentemente pere=%, 0 EFE,) la polarizzazione
dell’'onda risulta essere ellittica, destrorsa.

Per 09,<-n/2 e #/2<,<-m (indifferentemente perwE=E, 0 EFEy) la polarizzazione
dell’onda risulta essere ellittica, sinistrorsa.

Per questo tipo di onda la terza e la quarta eqoeali Maxwell, tenendo conto che

9, 9.9 9-9
0z 0Xx oy
2
2=|a), a—2=—w2,
ot ot

proiettate sui tre asgjy e zdanno

rotH =D = gE+P,

ikH, =ia(g,E, +P,),
~ikH, =icde,E, +P,)
0=ialg,E,+P)=iaD,,

(1.16)

rotE = —y,H,
ikE, = —iauH,,
(1.17) - c% "
—ikE, =—iaH,,
0=-iauH,.
Per le (1.16) si € considerato che la polarizzazidel mezzo pud essere espressa come
P(r.t)=@exptik r)explwt), con®=(?, B, ®).

NOTA: questi calcoli sono stati effettuati consiletlo che le componenti lungoy e z del
rotore del generico vettore si possono calcolare come il determinante deljaeete matrice
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]k ]k
208 01,10 0 B h A (0N Oh) (0N A
ox ody o0z ox o0y 0z oy o0z 0z 0Xx ox oy
A A A A AA

. H(zt) = # exp(ikz) exp(at),
E(zt) = Eexp(ikz)exp(at).

Si vuole porre l'attenzione sul fatto chéil'di cui si € parlato fino a questo momento &
quello dell’'onda elettromagnetica.

Dalle (1.16) e (1.17) si vede ch#¢,=0 e quindi si puo dire ché campo magnetico
dellonda giace interamente nel fronte d'ondaentreE40 il che implica chell campo
elettrico dell’onda pud avere una componente ort@je al fronte d’onda lungo la direzione
di propagazione(a questo proposito € interessante notare conseneésD,=0, D giace
interamente nel fronte d’'onda sebbdhgossa avere una componente ortogonale al fronte
d’'onda); questa differenza tra campo elettrico mm@a magnetico nasce dal fatto che si
considera il mezzo caratterizzato solo da propréétriche ma non magnetiche (é stato
infatti imposto chew=yuy), il che vuol dire che il mezzo non puo avere neaspolarizzazione
magnetica indotta.

Combinando la prima equazione delle (1.16) conelzosda equazione delle (1.17) e la
seconda delle (1.16) con la prima delle (1.17}t& e

2
(1.18) S TS T
"E‘OILIOC()2 €OEX
e
2 P
(1.19) K 14D

‘go,uow2 goEy ,
e dato che i primi membri delle (1.18) e (1.19)saguali, segue che

L
E E,

X

(1.20)

ossiaPy e Py variano lunga allo stesso modo diy e E,.

Inoltre & chiaro che solo onde che viaggiano lungenza cambiare la loro polarizzazione,
ovvero onde caratteristiche, potranno soddisfaf&.20).

A questo punto si puo usare la (1.18) per ricavanreelocita dell’'onda caratteristicae,
considerando che=w/k, si ha

1 P
1.21 Soue| 1 —X |
(1.21) o Ho o[ EOEJ

tenendo presente chiec/n e chec=1/(equo)*

di rifrazione

dalla (1.21) si ricava per il quadrato dell'indice
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(1.22) N L

P
(1.23) N =1+—2

Le (1.22) e (1.23) rappresentano l'espressione’irtdite di rifrazione per un’onda
caratteristica (dato che per un tale tipo di ondeedvalere la (1.20), la (1.22) é la (1.23) si
equivalgono) che si propaga in un mezzo qualsiasi.

Inoltre dalla prima e dalla seconda equazione @#ltE7) si ha

H
(1.24) E__°
E, H

X

Se i rapporti (1.24) sono complessi il vettore cdygpresenta la proiezione Hisul fronte
d’onda é polarizzato ellitticamente; andiee polarizzato ellitticamente sul fronte d’'onda ma
in questo caso non si parla di proiezione petdf® e quindi il vettore campo magnetico é
totalmente contenuto all'interno del piarg che contiene il fronte d’'onda. La (1.24) mostra
anche che l'ellisse descritta #asul fronte d’'onda e I'ellisse descritta dalla pmone diE
sul fronte d’onda sono simili e girano nello stegsso, ma hanno gli assi maggiori ruotati di
90°. Dalla prima e dalla seconda equazione dellEr§isi vede inoltre che d$ee reale allora
H e la proiezione dE sul fronte d’onda si trovano a 90° I'uno rispe#iitialtro per tutto il
ciclo, ma sek € complessok(pud essere complesso in quanto dipende dalla tietai
elettrica che pu0 essere complessas ealeltjérimmaginaria), il che implica che ci sia
assorbimento (visto che la parte immaginari& dontribuisce ad un esponenziale reale), il
campo magnetico istantaneo non é perpendicolage calinponente istantanea del campo
elettrico sul fronte d’'onda.

In virtt delle (1.20) e (1.24) si ha

(1.25) — Y= x=Tx=R,

dove R e dettofattore di polarizzazione dellondaSe R é reale il campo magnetico e
polarizzato linearmente, $&& complesso il campo magnetico € polarizzatdiediinente (si
e scelto di rappresentare la polarizzazione delbom termini diH invece che dE, perché
H, a differenza dE che ha una componente ortogonale al fronte d’'ogid&e interamente
nel fronte d’onda).

Al momento e stato calcolato I'indice di rifrazigneedi ad esempio la (1.22), in funzione
dei rapportiP,/Ex e Py/Ey; per esprimere tali rapporti bisogna a questo gumtrodurre le
caratteristiche del mezzo nel quale I'onda si pgapa

Si considera quindi umezzo magnetoioniocmomposto di elettroni di densitd, posti in
una distribuzione neutralizzante di cariche positstazionarie, in presenza di un campo
magnetico costantely; si assume poi chEly giaccia nel piangz e abbia componenti,
lungoz e Hr lungoy cosi come mostrato in Figura 1.2.
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Wave=
normal

Figura 1.2

Si assume quindi che un’onda sinusoidale, del t@,)=€exptikzexp(wt) (e
analogamente per il campo magnettd(z,)=#exptikzexpiwt)), si propaghi attraverso il
mezzo lungo la direziong in questo caso I'equazione del moto di un elatré

2
(1.26) m%%:eE+m%@DHQ,

dove v e la velocita dell’elettrone (si & trascurata tazé di Lorentz dovuta al campo
magnetico dell'onda elettromagnetica).
Considerando che

(1.27) vOH, =

proiettando la (1.26) sui tre assly, ez si ottengono le seguenti espressioni

eE, =mX - heH, y + 1eh, 2,
(1.28) eE, =my + seH, X,
eE =mZ - y,eH; x

Proiettando adesso il momento di dipolo per unitégotbme P=Ner sui tre assx, y, ez si
ricavano le seguenti espressioni

B, _. B, o
e Mo [FTheT e
P, = Nex F.)e Fie wze
)
(:29) o P71 " Ne 'Ne " 7)Y "Ne  Ne'
PZ—NeZ F')Z w I-:-)Z o7
L=——=1—F, i=—~=-—P,
Ne Ne e Ne
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Sostituendo le (1.29) nelle (1.28), moltiplicanddtd pereo, dividendo tutto per, e
moltiplicando e dividendo pan e w i termini conH, e Ht si ottiene

_&maf’ B _i £,mar’ ('UOHLGJP 4 £,ma)’ (/JOHTGJP |

&E, =

X Ne? * Ne? mw )’ Ne mw ) °

£,mas . e,mar ((H e
1.30 gE, =-=2 P, +i=° 1P,
(1.30) oy Ne* ¥ Né ( mw j X
W’ . g,;mar ( p,H
£,E, = -0 p _j EoMW [ LT
Ne Ne meo

Vengono introdotte adesso le seguenti grandezze

1A% Ne*
X=-—" dove & = ,
@’ Yog,m
Y :&, dove W, :M,
(1.31) w m
YL=ﬂ, dove 6<)L=&Le e H,  =H,coss,
w m
Yr :%, dove :%} e H; =H,sind,

N € lafrequenza angolare di plasmay € lagirofrequenzaw, e wt sono rispettivamente la
girofrequenza longitudinale e trasversaleél’angolo formato d&lo con I'assez.
Tenendo conto delle (1.31) le (1.30), dopo avettiplaato tutto petX, diventano

£,XE, =-P, =Y, P, +iY,P,,
(1.32) £,XE, = —P, +iY,P,,
£,XE, =P, —iY;P,.

Le (1.32) vengono chiamate lequazioni costitutive del mezzp mostrano come le
componenti del campo elettrico sono legate allepmmanti del vettore di polarizzazione; si
vede chiaramente che se non ci fosse il campo rtiagry, le (1.32) non sarebbero altro che
la rappresentazione scalare dell’equazione velgo(a5). Dalle (1.32) appare chiaro che in
presenza di un campo magnetico esterno il caihmgell'onda elettromagnetica muove gli
elettroni non solo lungo la direzione del campottet® ma anche in direzioni ad essa
perpendicolari. Quindi, per riassumere, in asseiza campo magnetidd, il vettoreP e il
vettoreE sono paralleli e la polarizzabilitaeé una quantita scalare, mentre se & presente un
campo magneticdHo il vettore P pudo non avere la stessa direzione del vettre la
polarizzabilitas € un tensore.

Un’onda caratteristica che si propaga in un mezzo isotropo deve soddisfare la (1.20);
si vuole adesso vedere cosa comporta la (1.2Q)rperezzo magnetoionico.

Per prima cosa si rica\&, dalla terza equazione delle (1.16) e lo si sastigunella terza
equazione delle (1.32) ottenendo

(1.33) (1- X)P, =-iY,P

X 1
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ricavandd?,dalla (1.33) e sostituendolo nella prima equazibeiee (1.32) si ha

E, DA N
(1.34) £, X :—(1— U J—lYL—y.

(1.35) £,X :—1+iYL%.

Ora in virttu della (1.20) i primi membri delle (88e (1.35) risultano essere uguali e
quindi si ottiene la seguente relazione

2 2
(1.36) iv [ Dol - [ By o
P, 1-X|P,

Dalla (1.36) si vede che per il rappoRgPy si ricavano due valori, il che corrisponde alla
propagazione nel mezzo di due onde caratteristiQuesto vuol dire che, in corrispondenza
dellinvio in un mezzo magnetoionico di un‘onda tel@magnetica con una certa
polarizzazione, si propagano in esso due onde tedstiche della stessa frequenza,
caratterizzate perdo da una diversa velocita di,fdseerso coefficiente d’assorbimento e
diverso stato di polarizzazione. Si parla @irifrazione magnetoionica dell’onda
elettromagnetica nel magnetoplasm&emplicisticamente parlando, un’onda con una
polarizzazione qualsiasi pu0 essere pensata com&ultante di due onde caratteristiche; se
tale onda si propaga in un mezzo isotropo le duepomenti rimangono indistinguibili, al
contrario se si propaga in un mezzo anisotropo écérh caso di un mezzo magnetoionico) le
due componenti si riescono a distinguere.

Risolvendo la (1.36) si ottiene per il rappoR@Py e quindi per il fattore di polarizzazione
dell'ondaR (vedi (1.25))

P il ov: (v
-—— F
P Y |21-X)

(1.37) R=_* = P +Y; j ,

dove non si € messo + ma il suo opposto solo peaqakéto risultera comodo in seguito.

Dato che Hy/H,=-R e H,=0 la (1.37) da un’informazione completa riguarda |
polarizzazione del campo magnetico dellonda cariatica e la polarizzazione di quelle
componenti del campo elettrico che giacciono sohte d’'onda, ma per completare la
descrizione del campo elettrico dell'onda caradterd € necessario che venga studiata anche
la componente longitudinale,. Per fare questo si rica¥ dalla terza equazione delle (1.16)

e lo si sostituisce nella terza equazione dell@2lricavando pePy la seguente espressione

b = &(X-1)

1.38 .
(1.38) TSy, -
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Sostituendo la (1.38) nella (1.22) (che rappreséaspressione dell'indice di rifrazione
per un’onda caratteristica) si ha

E, .
(1.39) £ iy, ,

che é l'equazione giusta per poter ottenere infaromh sulla componenté&,, per poter
risolvere la (1.39) serve perd un'espressionenpePer fare questo dalla (1.35) si ricava per
P,/E, la seguente espressione

E E _1+iYL||zX P
(140) gox_y:—1+iYL&:>_y:—y:>_y:LP,
y
che sostituita nella (1.23) da
P
(1.41) n’ =1+ iy :1—LP
B 1oy &
Py

Sostituendo la (1.37) nella (1.41) si trova I'esgrene cercata per l'indice di rifrazione

X
(1.42) n?=1- T
2 4
1—1 YT + 1 YT +YL2 2
21-X | 4@1-X)

Fino ad adesso non si & parlato delle collisioreé ghi elettroni possono avere con le
particelle pesanti come atomi neutri o ioni positikonsiderando anche questo aspetto
'equazione del moto degli elettroni viene modifecanediante l'introduzione di una forza
d’attrito proporzionale alla velocita degli elettie-mv(dr/dt), dovev é la frequenza media di
collisione tra un elettrone e le particelle pesaiti queste collisioni I'energia cinetica
conferita dall'onda agli elettroni & ceduta allelewole neutre. Il risultato & I'assorbimento
dell’onda elettromagnetica, parte dell’energia’datia & ceduta prima agli elettroni e poi alle
molecole neutre; in definitiva il mezzo viene riskzdo. L'introduzione del termine
—mv(dr/dt) € una schematizzazione che funziona abbastameadecla frequenza di collisione
e bassa in confronto alla frequenza dell'onda.elita, cosi facendo, si assume che tutti gli
elettroni posseggano la stessa velocita media ev dia indipendente dalla velocita degli
elettroni; questo perd non € vero, poiché gli meithanno una curva di distribuzione della
velocita maxwelliana. Risulta quindi essere di fmméntale importanza sapere come la
distribuzione delle velocita elettroniche & con@leon la frequenza di collisione. Questo ¢ il
vero punto debole della teoria magnetoionica per@tiéoggi ancora non c’é una esatta
conoscenza della funziomév).

In assenza di un campo magnetico esterno I'equazieh moto di un elettrone diventa
quindi

(1.43) mi' + muf = ek,
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e ragionando come fatto per ricavare la (1.5)ts s

Ne’
1.44 =— — F
(1.44) m(c’ —ivew)
La (1.44) si puo anche scrivere
(1.45) EXE=—-(1-iz)P  dove z=Y.
w

Quindi quando si considera un’onda caratteristiba si propaga attraverso un mezzo
magnetoionico, I'equazione del moto dell’elettreaaea

d?r dr
1.46 m—-=eE+eu,(vOH,)-mv—,
(1.46) 7 oV OHo)=mv-—

e leequazioni costitutive del mezdiventano

EXE, =-(QL-iZ)P, —iY P, +iY;P,
(1.47) EXE, =-(-iZ)P, +iY P,

EXE, =-(1-1Z)P, -iY;P..

Ragionando come fatto precedentemente, nel cascuiirle collisioni non venivano
considerate, si arriva alle seguenti equazionilgettore di polarizzazione dell’onda

1
H 2 4 5
(1.48) R=bx=_ LI W o VES
P, Y |2-X-iz) (4(1-X-iz)

e per l'indice di rifrazione

X

-
1w — 1 v +Y/ i
2(1-X-iz) | 4(1- X -iz)?

(1.49)  n*=(u-iy)’=1-

1-iZ -

L’equazione (1.49), che insieme alla (1.48) cositono le equazioni della teoria
magnetoionica, € nota corequazione di Altar-Appletoa da questa si vede come in gemere
sia complesso, il che vuol dire che le onde, cooeseguenza delle collisioni subite dagli
elettroni, vengono attenuate.

Le equazioni (1.48) e (1.49) rappresentano il camapoento di due onde piane
(attenzione: il che non vuol dire polarizzate plarearatteristiche che possono propagarsi
lungo z in un mezzo magnetoionico omogeneo senza cherdaplolarizzazione cambi (in
realta la ionosfera € un mezzo magnetoionico noagemeo e quindi la polarizzazione delle
onde caratteristiche pud cambiare). Quindi, se ndeoinizia a propagarsi lungocon una
polarizzazione diversa da quella che caratteriezdule onde caratteristiche, verra splittata in
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due onde caratteristiche; ognuna di queste due shdempaghera con una propria velocita
caratteristica e una propria attenuazione e l'oridaltante mentre si propaga avra una
polarizzazione che cambia. L'onda di partenza spaghera in modo che la polarizzazione
rimanga inalterata solo se ha una polarizzaziongspondente a una delle due polarizzazioni
che caratterizzano le onde caratteristiche.

Le velocita, gli assorbimenti e le polarizzazioeild due onde caratteristiche dipendono
tra le altre cose d&,, Yr e dall'angoloé tra la direzione di propagazione dell’onda
elettromagnetica e il campo magnetid®
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2. Assorbimento secondo la teoria macroscopica

Si parlera in questo paragrafo del fatto che uréoakkttromagnetica nel momento in cui
viaggia attraverso un mezzo subisce un assorbimdotato al fatto che gli elettroni
collidono con le particelle pesanti.

La teoria cinetica dei gas ci dice che, se un gessétuito di atomi e molecole simili di
raggior,, una collisione avviene nel momento in cui i ceditdue molecole si trovano ad una
distanza minore dirg; in questo caso il cammino libero medio & dataceggimativamente da

(2.1) |, = {2, Pt

doven, € la densita degli atomi o delle molecole.

Se un elettrone, che si puo considerare di ragg&rtirabile, si muove tra le particelle di
guesto gas, si assume che avviene una collisidraemento in cui il suo centro si trova ad
una distanza minore dj rispetto al centro di una particella; il cammitteero medio risulta
essere in questo caso dato approssimativamente da

(2.2) =),

e, a meno che gli elettroni non siano molto piu atosi delle particelle pesanti, allora le
collisioni tra loro stessi possono essere traseurat

Se la velocita media degli elettroni € nota, la frequenza media delte kollisioni con le
particelle neutre & determinata dalla relazione

(2.3) v, =

ea” |
Ie

Nella sua forma pitu semplice la teoria cinetica gie$ fornisce la velocité in termini
della temperaturd attraverso la relazione

(24) lm\é :(§jkT,
2 2
da cui
(2.5) L= (rojk_T)z )
m

Sostituendo la (2.2) e la (2.5) nella (2.3) sievté

1
(2.6) V., = nazna(?’k—sz :
m

Perr, si assume tipicamente il valore che caratterizzalal suolo, dell’'ordine di I®cm;
se tale valore viene sostituito nella (2.6) si ha
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2.7) v,, =37 Elo*’(lJ2 n, s,
300

conn,espresso in ch(ad un'altezza di 100 km tipicamente per la iops&i hal=300° K e
n.=10" cm?, e quindive=3.7-10 s?).

Si suppone adesso che un elettrone si muova imagrcgstituito in parte da molecole e
atomi neutri e in parte da molecole e atomi iortizzame € stato gia detto il suo moto puo
essere influenzato da una particella neutra afmt di una distanza, ma il suo moto puo
essere sensibilmente influenzato da uno ione ardistben maggiori. Il raggio effettivo di
collisione tra un elettrone ed uno ione pud essef@ti assai piu grande del raggio di
collisione con una particella neutra.

E possibile stimare l'ordine di grandezza di questggio effettivo supponendo che la
deviazione subita da un elettrone ad opera di one,iper essere considerata come una
collisione, debba essere cosi grande che la deastapzallo ione sia tale che la sua energia
potenziale uguagli I'energia cinetica originale

e2

EO reff

3
2.8 —KT =
28) :

La frequenza di collisione., tra gli elettroni e gli ioni, puo essere quindirigdata dalla
(2.6) sostituendo la densita ioninaa n, e mettendo il raggioe ricavato dalla (2.8) al posto
dira

2 \? 1 4 3
(2.9) Vei = e ] ni(?aijZ = 4_? e—l (kT)2n,
3g,KT m 32 £§m5
e inserendo nella (2.9) i valori numerici si otgen
_ T )2
2.10 v, =5100"n| —| .
(2.10) « = 51 .[Sooj

Si pud notare ches; & proporzionale a ¥2 mentreves a T2 e quindi allaumentare della
temperatura la componente ionica diventa meno ingode e questo perché la sezione d’urto
degli ioni diminuisce come si puo vedere dgRa8); uno studio compiuto da Cowling nel
1945 ha portato alla seguente espressione

E
(2.12) v, =v_ +v, =18 ELO'B[LJZ n, + 61 m0‘3[lj “n.
300 300

Osservando la (2.11) é interessante notare coroentributo di ogni singolo ione alla
frequenza di collision®. corrisponde al contributo di un numero di parteeleutre pari a
3,4-16(1/M)?% bisogna dire perd che il contributo ionico divesempre meno importante al
crescere della temperatura in quanto, a velocita ghevate (maggiore € la temperatura,
maggiore & la velocita delle particelle), la segidturtozr’s diventa sempre pili piccola (ioni
e particelle neutre hanno un contributo praticameuale ad una temperatura di 1.8 X).
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E interessante adesso vedere I'applicazione d2lldl) alla ionosfera terrestre. Per fare
guesto si considera la regione E dove la temperauiipicamente dell’ordine di 300° K e
n=~10" cm?; le collisioni con gli ioni diventano quindi imp@nti solo sen>10° cm®. In
questa regione la densita elettronica &°~10° ne segue che gli ioni positivi corrispondenti
non potranno mai raggiungere un valore tale daemizare la frequenza di collisiong E
vero pero che oltre agli ioni positivi corrispontiesgli elettroni ci potrebbero essere anche
coppie di ioni pesanti negativi e positivi di massalecolare; questi dovrebbero pero essere
1000 volte piu numerosi degli elettroni e ci sorieedsi lavori a riguardo che dimostrano il
contrario.Quindi € lecito ritenere che nella regione E lelisibni avvengano principalmente
tra elettroni e particelle neutre

Se si considera la regione F la situazione nontret@nto semplice. Le misurazioni
disponibili mostrano che~10° s* e n~1F cm* e se, come & molto probabile in questa
regione, non ci sono ioni negativi, allaxg n; e quindi dalla (2.11) si evince che la frequenza
di collisione misurata, sS&=300° K, é dovuta unicamente alla componente &nitfatti se la
temperatura € di 300° K é ragionevole pensare alikehsita molecolare non superi il valore
di 10®°cm?. Tale modello ionosferico & dettmbdello ionosferico a bassa temperatura

Sempre per la regione F un altro modello supporeelahemperatura sia dell’ordine di
3000° K e quindi se come prima=ni=10° cm*, allora secondo la (2.11) le collisioni tra
elettroni e ioni pesanti contribuisconaasolo per una quantita 0,2°19" il restante 0,8-10
s' deve quindi derivare dalle collisioni tra gli eteni con le particelle neutre e questo
richiede chen, sia circa 18' cm®, cosa plausibile per alte temperature. Tale modelletto
“modello ionosferico ad alta temperatiira

Quindi ricapitolando per la regione F sono possithile modelli: nel modello a bassa
temperatura il gas ha una densita bassa, un’agbiz4razione della quale é ionizzata, e le
collisioni tra elettroni e ioni sono le pit impantg nel modello ad alta temperatura il gas ha
un’alta densita, una piccola frazione della qual®rézzata, e le collisioni tra elettroni e
particelle neutre sono le pit importanti. Misuraidelle frequenze di collisione non possono
permettere da sole di stabilire quali dei due nlodel piu soddisfacente.

Si potrebbe pensare che le frequenze con cui timogle collide contro particelle neutre o
ionizzate possano essere fortemente alterate nelemio in cui sul mezzo venga imposto un
campo magnetico costante; in realta analisi sigtisthanno mostrato che non vi sono
cambiamenti significativi.

Si introduce adesso il concetto di coefficientesd@bimento e per fare questo I'indice di
rifrazione viene scritto nel modo seguente

(2.12) n=pu-iy;
e considerando che

_2n_2n_an

c
= = n=—,
A VvI ¢c \Y

un’onda elettromagnetica nel mezzo é rappresedéata

(2.13)

E(zt)= £expikz)explat) = € ex;{i a{t —%Zﬂ =g ex;{ — c::p(zj ex;{i m{t —%H .
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La (2.13) rappresenta un’onda elettromagneticanattta di una quantita exg(su una
distanzaz=c/w, che si propaga con velocitd:; quindi dato ches=c/indicedirifrazionene
segue che rappresenta I'indice di rifrazione (di fase) mentrcoefficiente d’assorbimento
e definito come

(2.14) K:%.

E conveniente a questo punto considerare il valbgenel caso in cui la normale al fronte
d’onda sia lungo la direzione del campo magnetareestre (in questo caso e ovviamente
Yt=0). SeYr=0 la (1.49) diventa

. —ivP=1- X
- W= )
da cui
. X)) . xz

2.16 22 iy =1- W |
( ) H =X y2) ¢ (1i |YL|)2 L 72 (1i |Y|_|)2 + 72
da cui segue che
(2.17) -y =1- X(1x[v,)

(L]y,|f +2°
e
XZ

2.18 o=

( ) HX (1i|YL|)2 472

Se nella (2.18) si esplicitano i valoriditramite la (2.14), dX, Y. eZ si ottiene

" v _ 1 N¢ % _
2cu (wt|w|f +v?  2cu &M (w|o|f +v?
“ @

(2.19)

di solito questa espressione si applicaaaBorbimento in regioni non deviative
Un’altra utile espressione si ottiene combinand@la7) con la (2.18) ottenendo

v 1 1—/f+)(2}.
(2.20) K=— { :
ey )l u

nei punti doveu si sposta apprezzabilmente dall'unitd (quindi guas condizioni di
riflessione che sappiamo avvenire quande0) & ragionevole assumere cje<<1- 1
(altrimenti 'onda sarebbe cosi pesantemente atanohe in una distanza di una o due
lunghezze d’onda diventerebbe inosservabile!'jjuasto caso la (2.20) diviene
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v 1 1
2.21 =_ —-_
(@21) T (11|YL|i{,u ﬂ}’

e questa di norma é un’espressione che si usa gqusinglatta lassorbimento in regioni
deviative
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3. Interpretazione grafica dell’equazione di Altar-Appleton in assenza di
collisioni

In questo paragrafo I'equazione (1.49) della tearagnetoionica verra interpretata da un
punto di vista grafico assumendo che non ci siariisoni tra gli elettroni e le particelle
pesanti.

In questo caso I'equazione (1.49) per l'indiceilazione diviene

X (L~ X)

(3.1) n? =(u-ix) =1-

N

(1- x)—;\@2 iBrYT“ +Y2(1- x)z}

L’espressione (3.12 & sempre reale; quando & pasitiuguale a® mentre quando &
negativa & uguale g/(infatti (u-iy)’=u’¢*-2iuy che per essere sempre reale deve avere o
1=0 (nel qual casa’=—) 0x=0 (nel qual caso’= 4?)).

Per la teoria ionosferica & conveniente consideyaatici che mostrino gli andamenti 4f
e y% in funzione diX, per differenti valori di e dié.

3.1 Assenza di un campo magnetico esterno
Inizialmente viene supposto chig=Y =0 e la (3.1) diviene

(3.2) n=1-X.

La relazione tran® e X, come mostrato in Figura 3.1, & quindi graficareaajppresentata
da una retta; la parte positiva della retta rapres.” mentre la parte negativa rappresefita
(la parte negativa viene graficata con il segnoliatn).

QuandoX>1 il fattore di attenuaziong ha una grandezza finita sebbene non ci siano
collisioni e quindi nessun meccanismo attraversgudle I'energia puo essere assorbita
dall'onda; poiché comunqueé finito solo quandg=0 I'equazione dell'onda

(3.3) E(zt)= Eexp{i at —%Z)} = qgexp(_ C;)ijexp{i a.(t —%}}

diventa

(3.4) E(zt) = Eexp(_a;)(z)exdi at),

che rappresenta un’onda di tipo evanescente, chdérasmette energia, e alla quale dunque
non puo corrispondere un assorbimento d’energia.

La condizione discriminante tra la zona di propawaa possibile e la zona di
propagazione impossibile & quindi datanfa0, o megliou=0, condizione cui corrisponde la
riflessione dell'onda elettromagnetica.

In Figura 3.1.1, giusto per evidenziare qual &b delle collisioni, sono rappresentate le
curve di dispersivita per alcuni valori di Si vede che queste non si annullano mai. Questo
sta a significare che non vi e riflessione totadene nel grafico di Figura 3.1 ma che, in
misura dipendente dd&, I'onda penetra nel plasma, indipendentementeadmé#équenza
dell’'onda incidente. Questo & certamente il casorpalistico in quanto vi & sempre una
penetrazione delle onde elettromagnetiche. Perivalolto elevati diZ si vede che non é
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possibile avere una riflessione totale, poichésempre una frazione consistente di energia
che penetra ed e assorbita dal mezzo.

2
(1 —ix)

(@)

X— A
X=1
1
u2
®
0
e *
X=1
1
x2
@
0
X = A
X=1

Figura 3.1 Propagazione in assenza di campo magnete0)(

[}

Figura 3.1.1Propagazione in assenza di campo magnetico pestiadori diZ.

3.2 Presenza di un campo magnetico esterno: propagane longitudinale

A gquesto punto si considera la presenza di un camagnetico esterno costante e si
suppone che 'onda elettromagnetica si propagaoldagdirezione del campo magnetico in
modo tale ch&+=0 eY_ =Y.

In questo caso la (3.1) diventa

2_._ X
(3.5) n°=1 —(1¢Y)'

Le curve che mostrano 'andamentondlix? e 5 in funzione diX sono mostrate in Figura
3.2 e Figura 3.3 per i casi in Ct#1/2 eY=2.
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Figura 3.2 Propagazione longitudinale cd®1 (Y=1/2).
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Figura 3.3 Propagazione longitudinale cyr1 (Y=2).

Adesso per ogni valore dici sono due curve, ognuna corrispondente ad undugesegni
della (3.5); la curva corrispondente al segno sapere a tratto continuo mentre la curva
corrispondente al segno inferiore € tratteggiatase8e che quand¥>1 la linea tratteggiata
taglia I'asse delleX per valori negativi, mentre per valori positivi ¥j che sono gli unici
possibili, la linea tratteggiata corrisponde a viath x>1; quindi nel caso di propagazione
longitudinale, peir>1, la riflessione avviene solo in corrispondenzbsggno + della (3.5).

Nella Figura 3.4 si puo vedere come cambia, alavardiY, la direzione delle rette
rappresentate in Figura 3.2 e 3.3;Ysearia da 0 ao la retta a tratto continuo ruota in senso
antiorario da BAC a DAE mentre la retta tratteggiatota in senso orario da BAC a EAD.
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Figura 3.4

3.3 Presenza di un campo magnetico esterno: propagjane trasversale
Quando la normale al fronte d’onda & ortogonake dilezione del campo magnetige=0
e Yr=Y; in questo caso dalla (3.1) si ottengono le duaeigni

(a) n(zu) =1-X
(3.6) 2 _q X(1-X)

L U )

rispettivamente per il segno superiore e per ilnsemferiore (1 e | dallinglese upper e
lower). Come per il caso precedente in Figura 35reFigura 3.6 vengono mostrati gli
andamenti di?, ;% e” in funzione diX per i casi in cu¥=1/2 eY=2.

Figura 3.5 Propagazione trasversale coal (Y=1/2).
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Figura 3.6 Propagazione trasversale c6¥il (Y=2).

La (3.6.a) corrisponde con la (3.2) e paragonaimmamento della retta a tratto continuo
di Figura 3.1 con quello delle rette a tratto camdi delle Figure 3.5 e 3.6 si vede che I'onda
corrispondente al segno superiore corrisponde aailegche si ha in assenza di campo
magnetico; tale onda viene chiamatala ordinaria

La (3.6.b) origina una curva che passa attraverdoperX=0 e X=1, taglia I'asseX per
X=1+Y e, nel casoY=1/2, ha un asintoto verticale p&=1-Y? inoltre si vede come
I'andamento di tale curva sia molto differente ¥ef/2 e pery=2. E chiaro quindi come la
propagazione dell’onda rappresentata dalle cuatetigiate sia fortemente influenzata dal
campo magnetico costante; si parla in questo cagida straordinaria

3.4 Presenza di un campo magnetico esterno: casmgeale

QuandoY=1/2 le Figure 3.2 e 3.5 rappresentano le curvesch#tengono nel caso in cui la
propagazione e rispettivamente longitudinale evéesale. Nel momento in cui la direzione di
propagazione dell’onda varia ci si aspetterebbevamni@zione continua fra le curve di Figura
3.2 e quelle di Figura 3.5; in realta la situazione & cosi semplice.

Risolvendo I'equazione (3.1) si ricava che pereijrso - si ha’=0 perX=1zY, si ha un
asintoto verticale peX=(1-Y*)/(1-Y.?) e n’=1 quandoX=1; per il segno + invece’=0 per
X=1, come accade in assenza di un campo magnetames

NOTA: verranno di seguito calcolati gli zeri de{i&al).
Ponenda’=0 dalla (3.1) si ha

(n.3.1) 1- X =0

1—1 YT2 + 1 YT4 +Y2 5
2@1-X) | 4@-x)

da cui
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2 4 2
(n.3.2) x=1—E Al 1-1 "2+n?
2@1-X) " |4(1-X)

2 4 2
(n.3.3) X—1=—1 Al + 1% ~+Y7 |
2(@1-X) " |4(1-X)
2 4 2
(n.3.4) 1-x =2+ ki SE Al ~+Y72 |,
2@1-X) |4(1-X)
1
2 4 2
(n.3.5) @—xf—%&:ﬂ%%+@—xfn1,

ed elevando ambo i membri al quadrato

(n.3.6) @—xf+%§—@—xﬁ¢:%§+@—xfnﬂ
(n.3.7) (- xP(a-xp - +v2)=o0.

e quindi

(n.3.8) (- xP(a-x)-v?)=0.

Le soluzioni della (n.3.8) sono
(n.3.9) X=le X=1%Y,;
bisogna a questo punto vedere queste soluzioni ae qdei due segni della (n.3.1)

corrispondono. Per fare questo si considera il prnembro della (n.3.5) e si studia quando e
>=0 e quando é <0. Per fare questo ovviamentddleao gli zeri e quindi

2
(n.3.10) @—xfzég,
da cui
(n.3.11) 1—x=¢D%,

e da questo si vede che quando
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(n3.12) x <1-15 oy 514 1%l

V2 V2

il primo membro della (n.3.5) & positivo mentre gda

(n.3.13) 10y <q i

V2 V2

il primo membro della (n.3.5) & negativo. Ne derch& dato che

(n.3.14) 1—Y<1—M 1+Y>1+M

V2 V2

e visto che il doppio segno della (n.3.5) e inventispetto a quello della (n.3.1), la soluzione
X=1 corrisponde al segno (+) della (n.3.1) mentredkeizioniX=1+Y corrispondono al segno
(-) della (n.3.1).

Per quanto riguarda gli zelX=1tY si ottengono in corrispondenza le seguenti due

frequenzen; e w;
o w & w
X =1+Y = N =145 o gy = o + 20 -2
w w 4 2

o w,
X =1—Y:>FN=1—%:>@2 = a2 +“’57+7H

Gli andamenti din?, 42 e 4 in funzione diX per i casi in cul¥<l eY>1 sono rappresentati
in Figura 3.7 e Figura 3.8.

(n.3.15)

Dalla Figura 3.7 si vede che la riflessione delilanordinaria (modo di propagazione
corrispondente al segno +) si ha perl mentre la riflessione dell'onda straordinarieo¢ta
di propagazione corrispondente al segno -) si laXgd+Y: I'asintoto X=(1-Y?)/(1-Y?) &
relativo al modo di propagazione straordinariomibdo di propagazione ordinario ha un
asintoto obliquo inn*-1=-X/(1-Y,), mentre il modo di propagazione straordinario um
asintoto obliquo im?1=-X/(1+Y,).

La degenerazione del caso generale nel caso tsad@esi ottiene facendo il limité —0;
I'asintoto verticale si sposta di conseguenzA=(1-Y?) e gli zeri continuano a trovarsi ¥=1
per il segno + e iX=1+Y per il segno —.

La degenerazione del caso generale nel caso loigie si ottiene facendo il limite
Yt—0; I'asintoto verticale non c’e piu, appare unadigtinuita inX=1 e gli zeri continuano a
trovarsi inX=1 per il segno + e iX=1+Y per il segno —.

Dalla Figura 3.8 si vede che la riflessione delflanordinaria si ha peX=1 mentre la
riflessione dell’'onda straordinaria si ha solo Kef.+Y: si ha un asintoto pet=(1-Y?)/(1-Y)
che quando¥Y{|>1 é relativo al modo di propagazione ordinario palori di X positivi,
mentre quandoY||<l é relativo al modo di propagazione straordmgrer valori diX
negativi.
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La degenerazione del caso generale nel caso tsaswesi ottiene facendo il limitg —0;
I'asintoto verticale si sposta di conseguenzX-#1-Y?), ma questa volta perde di significato
in quanto corrisponderebbe ad un valore negativ; djli zeri continuano a trovarsi k=1
per il segno + e iX=1+Y per il segno —.

La degenerazione del caso generale nel caso loigie si ottiene facendo il limite
Yt—0; I'asintoto verticale non c’e piu, appare unadigtinuita inX=1 e gli zeri continuano a
trovarsi inX=1 per il segno + e iX=1+Y per il segno —.

Vale la pena notare che il ramo di curva ABC dEilgura 3.8 appare quandq |p1, ha un
asintoto verticale pex=(1-Y3)/(1-Y2) e un asintoto obliquo pef-1=X/(|Y_|-1). In particolare
la Figura 3.9 fa vedere come varia il ramo di cuhBC per diversi valori diY.| e si vede
come tale curva tende sempre piu alla spezzata &Efamentare diY.|, ossia man mano
che la propagazione diventa longitudinale.

In conclusione si vuole porre I'attenzione suldathe, tranne che nel caso di propagazione
esattamente longitudinale (ossia quando la noraidi®nte d’onda ha la stessa direzione del
campo magnetico esterno), il modo di propagaziaxdéario € rappresentato, in assenza di
collisioni, dal segno +. Infatti nessuna delle dueve continue, rappresentate in Figura 3.2 e
Figura 3.3, relative ai modi di propagazione londihale e simile a quella di Figura 3.1 che
si ha in assenza di campo magnetico esterno e efirisde il modo di propagazione
ordinario. Di contro, le curve continue rappresenia Figura 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, relative agli
altri modi di propagazione, si possono ritenereilsianquella di Figura 3.1 (non fosse altro
per il fatto di intersecare tutte I'asse deMein 1, il che corrisponde con la condizione di
riflessione del modo di propagazione ordinario).

In generale comunque, in assenza di collisionicaso di propagazione longitudinale
presenta qualche stranezza. Infatti se le curveelidi Figura 3.7 e 3.8 corrispondenti alla
propagazione trasversale vengono paragonate coarle di Figura 3.5 e 3.6 si vede che
sono identiche, mentre se le curve limite di Figduae 3.8 corrispondenti alla propagazione
longitudinale vengono paragonate con le curve dufd 3.2 e 3.3 si vede che queste al
contrario non coincidono.

Piu avanti questa stranezza verra chiarita e sraven le modifiche che bisognera
introdurre quando vengono considerate le collisiaeira inoltre mostrato come risultino
necessarie ulteriori considerazioni nell'assegrezidel nome ordinario/straordinario al modo
di propagazione ondoso quangol.
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Figura 3.7 Caso generale pe¥<l (Y=1/2). La curva in grassetto si riferisce ad una
propagazione corrispondente ad un angotd5°.
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Figura 3.8 Caso generale pelr>1 (Y=2). La curva in grassetto si riferisce ad una
propagazione corrispondente ad un angotd5°.
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4. La polarizzazione delle onde

La polarizzazione delle due onde caratteristiclos, k& normale al fronte d’'onda in una
certa direzione, viene espressa tramitattbre di polarizzazione dell’'ondd..25)

(4.1) R=-—Y=—x,

doveR corrisponde con I'espressione (1.48) qui di seguortata

(4.2) R:—L ¥ T Yy +Y? : :
Y | 20-X-iz) |41-x-iz)? "

Il segno della quantita

(yeH, cosd)

(4.3) Y, =
maow

dipende dal segno della cariese dall’angolofd tra la normale al fronte d’onda e il campo
magnetico esterno; detto questo la (4.2) vieneitiacome

1
2 4 2
(4.4) R=-i LS. . A S+1| |
2y (1-X -iz) | av?(1- X -iz)
La quantita
Y? H in”
4.5) _T:(/JO Oej sin
2Y, mw )\ 2cosd
diventa a questo punto importante.
E conveniente adesso scrivere
(4.6) @, =(Mjf(ﬂ),
m
dove
sin®9
4.7 ==
4 ( ) 2cosd

in modo tale che
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L’'andamento df(#) & rappresentato in Figura 4.1.
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Figura 4.1

Considerando la (4.8), la (4.4) pu0 essere risctitime

(4.9) R=-i F +1

In generaleR € complesso, il che vuol dire che il vettdte(dell’onda elettromagnetica)
descrive un ellisse, inclinata rispetto agli as® y. Tali assi, dettidirezioni principali si
trovano nel fronte d’onda, con I'ass@erpendicolare al piano contenente il campo magmet
esterno e l'assginvece contenuto in tale piano (vedi Figura 1L2llisse & contenuta in un
rettangolo con i lati, il cui rapporto B|] paralleli alle direzioni principali.

L'equazione (4.9) mostra che le due onde caratihnies corrispondenti ai due segni,
hanno differenti polarizzazioni e se cBpe R si identificano i valori diR corrispondenti al
segno superiore e inferiore si ha

(4.10) RR =1,
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il che vuol dire che le due ellissi di polarizzamosono come in Figura 4.2, ossia si puo
ottenere un’ellisse dall’altra per riflessione g#p alla linea Ow (che forma un angolo di 45°
con le direzioni principali) e invertendone la diane di rotazione.

T
"

Figura 4.2 Le polarizzazioni del campo elettrico nel piano fiehte d’'onda.Ox e
Oy sono le direzioni principali e la proiezione dahgo magnetico esterno é lungo
Oy. La normale al fronte d’'onda € entrante nel fodlingo Oz L'ellisse dell’'onda
ordinaria € rappresentata a tratto continuo mdteliesse dell’onda straordinaria é
rappresentata a tratto tratteggiato.

Soffermando l'attenzione sul parametsgintrodotto con la (4.6) si pud vedere che il suo
segno € determinato dal segnoedé dalla direzione del campo magnetico esternsud
modulo é indipendente dalla frequenza dell'ondatrelmagnetica e varia con I'angolt
come mostrato in Figura 4.1, valendo zero in cpomslenza di una propagazione
longitudinale e infinito in corrispondenza di un@agazione trasversale. In particolarg
gioca un ruolo molto importante nella determinagiotella polarizzazione quand$=1
(condizione che nel caso generale corrispondeaafiéssione del raggio ordinario). Quando
X=1 la (4.9) diventa

N

2
(4.11) R(l)z%ii{l—(%j } per &, positivo,
e
1
w, w2
(4.12) R(l)zvcii{l—(vcj } per &, negativo;

¢ € negativo se si considerano elettroni e quandouna componente positiva del campo
magnetico esterno cosi come quando un’onda si geoperso il basso attraverso la ionosfera
nell’emisfero nord.

38



NOTA: modulo e argomento di un numero complesso.

Dato un numero complesssx+iy=r(cosp+ising)=re'’, r=(x*+y?)*’? & il modulo (o valore
assolutg di z e p=arctany/x) e 'argomentodi z. Un numero complesso, come mostrato in
Figura n.4.1, puo essere visto come un punto d@logpcartesiano.

Asse lmmaginario

9
=+
)
"
@ .&hsse
0 « ¥ Reale
-
K4 T=m-ly

Figura n.4.1 Rappresentazione cartesiana di un numero complesso
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Figura n.4.2 Grafico della funziong=arctany).

In Figura 4.3 ¢ illustrato 'andamento &(1)| e ardj(1) in funzione didd/v| nel caso in cui
wc¢ Sia negativo, e sono anche disegnate le corrigyandllissi rispettivamente per il segno
superiore e per il segno inferiore.
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Sew, fosse positivo, come accade nell’emisfero sudr@rgsarebbe traslato di 180°.

La Figura 4.3 (gli andamenti in figura si riferiswo ai segni — della (4.12) e (4.14)
rispettivamente pef wd/v | <1 e perdy/v|>1) mostra che, quandedv|<l, R(1) & complesso,
con R(1)|=1, cosicché le ellissi di polarizzazione s@mirambe contenute in un quadrato i
cui lati sono paralleli alle direzioni principall 6istema di riferimento considerato & sempre
quello di Figura 1.2) e i sensi di rotazione soppasti; quandod/v|=1, R(1)|=1 e le due
ellissi degenerano in una linea inclinata di 45Speitto alle direzioni principali (la
polarizzazione quindi da ellittica diventa lineagyandod./v|>1

2 2
(4.13) R() = %1 K%) - :l per ., positivo,
e
w (@) .|
(4.14) R() = S E {(fj - 1:| per &, negativo;

R(1) & (come nel casa{/v|=1) reale e le due polarizzazioni sono rappresemia linee rette
che formano angoli uguali con la bisettrice dellezoni principali (in questo caso le linee
non sono piu contenute in un quadrato come quandd31 in quantd=(1)#1).

La teoria magnetoionica, cosi come sviluppata faw ora, pretende di descrivere
unicamente la natura di onde caratteristiche ch@aggpagano in un mezzo omogeneo e, di
conseguenza, per descrivere le due onde é sutficdine se si sta considerando il segno
superiore o inferiore delle equazioni. In pratiaketteoria € spesso utilizzata per discutere la
propagazione delle onde in un mezzo disomogen&o garticolare, in un mezzo in cui la
frequenza di collisione e il campo magnetico estesono approssimativamente costanti ma la
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densita elettronica cambia. Questo problema puéresssolto propriamente solo tramite
un’analisi completa della propagazione delle orfuke risulta essere piuttosto complicata. Piu
avanti verra mostrato un risultato approssimatqubsta analisi in cui si vedra che, se la
densita elettronica varia lentamente, un’onda dbelta essere caratteristica in un punto
continua ad essere un’onda caratteristica una ebkasi propaga in un altro punto. Se quindi
si graficasserm e R in funzione diX, allora ci si aspetterebbe che queste due quastitho
con continuita al crescere Hi(questo perché le proprieta di un’onda caratieastambiano
con continuita).

Ora, se si graficann e R come funzione dXK (tramite la (1.48) e la (1.49)), e ci si riferisce
ad un solo segno delle equazioni, si trova che stte condizioni tali grandezze presentano
una discontinuita in corrispondenzaXl (vedi Figura 4.4). Booker (1934) ha studiate tal
fenomeno e ha mostrato che si possono stabilsedaenti regole:

a) se {/v[>1 alloran e R sono continui al crescere ¥j considerando sempre |0 stesso

segno delle equazioni;

b) se {dv|<l alloran e R sono continui al crescere Hj solo se nel passaggio péerl

viene cambiato segno nelle equazioni (come ¢ d dafla Figura 4.4).

pol——

—F

0 ! I
0 1 . 2

JY —

Figura 4.4 Valori di u(X) calcolati tramite la (1.49) per il caso in &Gi3, Z=0.3,6=19°, {/v|=0.52.
La linea a tratto continuo si riferisce al segnpesiore, mentre quella tratteggiata al segno iaferi

Si é visto come, in assenza di collisioni, le dodeocaratteristiche vengono chiamate onda
ordinaria, riferendoci al segno superiore, e ortd@osdinaria, riferendoci al segno inferiore;
adesso nel caset0 per X<1 l'onda ordinaria € sempre rappresentata dalsasgiperiore,
mentre peX>1, se ¢J/v|>1, I'onda ordinaria € ancora rappresentata dgiGssuperiore ma,
se {fv|<l, l'onda ordinaria & rappresentata dal segneriofe. Queste considerazioni
possono chiarire I'apparente discordanza che ra &tFigure 3.2 e 3.3 e i limiti longitudinali
delle Figure 3.7 e 3.8. Infatti osservando taliufgy si vede che l'onda ordinaria e
rappresentata dalla curva continua in due différemddi. Questo accade perché nel caso
longitudinalew=0 e, in assenza di collisioniy/v risulta essere indeterminato. Per ottenere
dei risultati che abbiano senso bisogna quindi icemare dei casi limite. Se si considera ad
esempiov=0, ma la propagazione non proprio longitudinaldasio/v|>1 e nelle Figure 3.7 e
3.8 é corretto mantenere lo stesso segno dapeetlitinda ordinaria &€ sempre rappresentata
dalla linea a tratto continuo. Se invece si suppche la propagazione € esattamente
longitudinale, quindiv:=0, ma chev non sia proprio uguale a zero, allo#g/¥|<1 e un’onda
caratteristica e rappresentata dalle curve detierEi 3.7 e 3.8 solo se passando Xet si
considera la curva di segno opposto; in questo d¢asourve che rappresentano l'onda
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ordinaria e straordinaria corrispondono con qudldle Figure 3.2 e 3.3. Praticamente in
guesto caso, rifacendoci alle Figure 3.7 e 3.8 3dr 'onda ordinaria € rappresentata dalla
curva a tratto continuo mentre pet>1 l'onda ordinaria € rappresentata dalla curva
tratteggiata.

Curve che mostrano I'andamento B(X)| e di ardr(X), per diversi valori didgc/v|, sono
mostrate in Figura 4.5 per un’onda ordinaria nebca cui w¢ € negativo. In Figura 4.6 sono
rappresentate alcune ellissi derivanti dai dakidura 4.5.
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08 :_‘:"‘"::—a. — !
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I §-1%0 N
«F | Aos
B T 0 255 o N\05 |
-120 IO DD
— ==l
B e R =

4 -3 -2 1 0 1 2z 3 i

E=(@led) (X-1)—=
Figura 4.5 |R(X)| e di ar@R(X), per diversi valori dig/v|, per un’onda ordinaria nel caso in cuj €
negativo. Sulle ascisse € graficata la quadt@o/ w.)(X-1). Il puntoé=0 corrisponde X=1 e le

polarizzazioni sono quelle gia discusse in Figuf ¥alori negativi di¢ corrispondono a valori di
X<1 eé=lw/ w|) corrisponde X=0.
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Figura 4.6 Rappresentazioni della polarizzazione del camptiriglo per diversi valori dic/v| e
E(lw! o)(X-1). La linea continua si riferisce all'onda ordimamentre quella tratteggiata all’'onda
straordinaria.

Ne seguono le seguenti interessanti considerazioni:
quandoddvi<l

R(E) = (R(- &)™
(4.15) argR(¢) = argR(- &),

e quindi la direzione di rotazione € la stessaogei valore di;
quandodvi<l

RE€) = (R(-¢))

4.16
(4.19) argR(E) = ~argR(- &),

e quindi la direzione di rotazione cambia per vighossitivi e negativi di.
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5. Approssimazioni quasi longitudinale (QL) e quasirasversale (QT)

Le equazioni (1.48) e (1.49) che costituisconodaria magnetoionica per l'indice di
rifrazione complesso e per la polarizzazione sauatigsto complicate.

Applicando queste a problemi di propagazione iogish € conveniente ricorrere a due
approssimazioni, una delle quali si applica quatelmnde si propagano in modo quasi
longitudinale (si parla in questo caso di approsgione QL) mentre l'altra si applica quando
le onde si propagano in modo quasi trasversalpgida in questo caso di approssimazione
QT) rispetto al campo magnetico esterno. Le condizidi applicazione di tali
approssimazioni sono le seguenti:

Y v
(5.1) Z§?<<KL—X—4Z)‘(QLL
e
(5.2) Y s \(1— X - iZ)z‘ (QT)
' aY? '

Applicando le (5.1) e (5.2) alle (1.48) e (1.49)osiengono le seguenti espressioni per
I'approssimazione QL

X

5. 2 =1-
(5:3) ot [L-iz £[v)
(5.4) Ry =i,

e le seguenti espressioni per I'approssimazioneg@livamente al segno superiore

1 X
lL-iz +(1- X -iZ)cot? I

(5.5) Nor(y) =
(5.6) Rorw) =0,

NOTA: calcolo della (5.5).

X
Ny =1- To
2 4 2
1-iz-1 W —+ 1_ % +Y/?
21-X-iz) |4(1-X%-iz)?
=1- X o
2 2(1_yw —i7)2 |2
P L 1_1+¢na f i)
2 (1-X-iz) Y,
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X
2 —_1_ —
Norw = 1 =

1—iZ—{1 Y H—zvf(l—x—iz)z}
2(1-X-iz) Y,

X X

1-iZ +(1- X —iz)[ﬁj o [-iz + (- X -iz)cot’ 5]

T

=1-

e al segno inferiore

2 X

(57) nQT(|) =1- . YT2
1-iZ-——"7—
o)

(5.8) Ror() =%

dove (u) e (l) stanno a significare superiore enofe (dall'inglese “upper” e “lower”); la
polarizzazioneR e quella che si avrebbe in corrispondenza di valegativi diY, e quindi in
corrispondenza di onde che si propagano verssidaell’emisfero nord.

Spesso nella (5.5) si commette I'errore di ometiletermine (1X-iZ)cofd. Le espressioni
(5.4), (5.6) e (5.8) per la polarizzazione mostrahe in approssimazione QL le due onde
caratteristiche sono polarizzate circolarmente reeintapprossimazione QT sono polarizzate
linearmente lungo le direzioni principali.

Ora, sef e l'angolo tra la normale al fronte d’'onda e ihga magnetico terrestre le
condizioni (5.1) e (5.2) relative alle due approsstioni possono essere scritte

wf<< Y )
(5.9) e XS+

dovew, € definito dalla (4.6) com@:=(uoHoe/m)f(6).

Quindi in generalele condizioni di approssimazione dipendono non sdlalla
girofrequenzawy e dall’angolod di propagazione, ma anche da X e da Z. Decidenedjse
la propagazione di un’onda pu0 essere discussatimini di approssimazione QL o QT non
dipende solo dalla direzione della normale al f@rd’onda rispetto al campo magnetico
esterno ma anche dalla densita elettronica e ddtiequenza di collisionein alcune
circostanze si puo infatti parlare di approssimamaQL anche s non & piccolo

5.1 Approssimazioni QL e QT nel casX=1
SeZ viene considerato costante, nel cXsd per I'approssimazione QL si ha

(5.10) % << Z?, (QL nel casoX =1)
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da cui
(5.11) Wl <<VZ. (QL nel casoX =1)

Dato chew. dipende solo dal valore #i, e dalla direzione di propagazione la condizione
(5.11) & molto semplice ed inoltre tale condizioradida perX=1, é valida a maggior ragione
per tutti gli altri valori diX (questo si vede chiaramente dalla (5.9)). Nei casnerici &
ragionevole pensare che una buona approssimazidree assumendo che le disuguaglianze
<< e >> sono soddisfatte nel momento in cui la tjtepiu grande e 9 volte la quantita piu
piccola e in questo caso per le due approssimagiatiiene:

(5.12) v>3u|= 2 O >3Y|f(9); (QL nel casoX =1)
w  w w
(5.13) v <%|a)c| :>a%<%% =Z <%% =Z <%Y|f(z9]. (QT nel casoX =1)

5.2 Approssimazioni QL e QT nel casX # 1

Se v<(1/3)lv¢| I'approssimazione QT & appropriata nel cXsd; adesso € necessario
vedere qual & l'intorno dK=1 nel quale tale approssimazione & ancora val@lando
v<(1/3) | la disuguaglianza (5.9) per I'approssimazionepQd essere scritta

(5.14) % >>(1- X ),

(infatti sev<(1/3)}v| alloraz’<<(1/9)(w/w?) e quindi nella (5.9¥ pud essere trascurato); la
(5.14) equivale a

(5.15) Y|t () >3- x).

L’'espressione (5.15) determina quindi lintorno &=1 per il quale é valida
'approssimazione QT quands(1/3)v|.

Per quanto appena detto si capisce che lintornoXdi per il quale é valida
'approssimazione QL, sempre nel casgl/3)f|, € rappresentato dalla seguente espressione

(5.16) Y1 (9) <%|(1— X).

E importante a questo punto trovare la condiziogrequi & valida I'approssimazione QL
quandoX=1+Y, (questo perché si e visto che, quando si assuptmgazione prettamente
longitudinale, le riflessioni del raggio ordinarie straordinario avvengono proprio in
corrispondenza di questi due valordgj dall'espressione (5.16) si ottiene in questmcas

EYsinzﬂ 1

(5.17) <Iveosd = tar 9 <2 = 9 <A
2 cosd 3 3
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Quindi sef<40° é sempre possibile ragionare in termini dirapgpimazione QL quando
X=14Y,; se invece, quandg=1+Y,, dovesse essere valida I'approssimazione QT (&)
si otterrebbe tm6 e quindif>68°.

5.3 Regioni QL e regioni QT in un modello di ionosra

Nella ionosfera terrestre sk che Z variano con l'altezza e si capisce quindi come sia
importante discutere dove le approssimazioni QLTep@ssono essere usate. Si fa nel seguito
riferimento ad un modello di ionosfera in cui landiéa elettronica & pensata in termini della
frequenza di plasmay tramite la linea CD di Figura 5.1 che rappreséattezza alla quale
X=1 per onde di frequenza, o megliof, come mostrato dalle due scale dell’'azsé.a
frequenza di collisione é rappresentata in funzide#'altezza dalla linea AB. Peb. Si
prende un valore di 4.7+%¢" corrispondente 84=20° efy=1.25Mc/s (ora tale valore di. €
stato calcolato pef=20° ma bisogna considerare che, man mano che avlorda viene
rifratta e quindi I'angolod cambia; ne segue che il fatto di considerare qaeun valore
costante all’avanzare dell'onda rappresenta unggimazione). Le linee orizzontali HK e
LM corrispondono ai livelli dove=(1/3)u. € dovev=3w.. Quindi lungo CEX=1 ev<(1/3)w.
cosicché é valida I'approssimazione QT, mentre duR® X=1 e v>3w. € quindi & valida
'approssimazione QL. Lontano dalla lin&z1 i limiti allinterno dei quali valgono le due
approssimazioni sono dati dalle seguenti espreission

(1
(5.18) (%j “ofa-xp+z7,
>9

che si possono anche scrivere come

(5.19) o <:_s; {(a)z—wﬁ)2+vz};
>9

i corrispondenti confini sono rappresentati dalleve passanti per E e per F. Quindi la Figura
5.1 mostra le regioni ionosferiche, indicate con @Llcon QT, dove sono valide le due
approssimazioni, mentre la zona ombreggiata indica regione in cui nessuna delle due
approssimazioni e valida.

Guardando la figura si pud notare che per frequenireri di quella corrispondente al
punto G l'approssimazione QL e soddisfatta a gasisaltezza mentre per frequenze piu
grandi di quella corrispondente a quella del puata € una regione, vicino alla zona in cui
X=1, dove deve essere usata I'approssimazione QT.
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5.4 Relazione tra I'espressione di in approssimazione QL e quella relativa al caso di
assenza di campo magnetico
In assenza di un campo magnetico esterno I'espressgier I'indice di rifrazione e

s X
(5.20) n? =1 =2l

mentre in approssimazione QL I'espressione deikiadli rifrazione

21 o =1- :
. TN )

Ora se si pone

.22 X, = 7z =

la (5.21) puo essere posta nella forma

(5.23) T
(1—|ZQL )

che é uguale alla (5.20). Si vedra in seguito cqoesto fatto tornera utile.
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6. Effetto delle collisioni sulle curve peu ey

Quando gli elettroni collidono con le particellespati i valori dell'indice di rifrazione
vengono modificati e le onde subiscono un assoniong cui coefficiente dipende da Si
vedra adesso come le curu€X) e y(X), gia studiate in assenza di collisioni, vengono
modificate quando si considerano le collisionifte¢to delle collisioni sulla polarizzazione é
gia stato discusso nel capitolo 4). | calcoli vamainizialmente fatti immaginando che non ci
sia un campo magnetico esterno.

Nell'ultimo capitolo & stato mostrato che quandovaida I'approssimazione QL le
espressioni pex e pery possono essere trasformate in quelle che si hemassenza di un
campo magnetico esterno; le conclusioni che qusndrarranno per il caso di assenza di
campo magnetico esterno possono essere appliceas@li approssimazione QL tenendo in
considerazione le trasformazioni (5.22). Quandg>L i valori diX'q. e Z'gL Sono negativi;
ora per quanto riguardasi vedra che esso apparira nelle espressioniceni®Z e quindi i
valori negativi non avranno particolare significalm stesso discorso non si puo invece fare
perX.

Argomentazioni semplici non si possono fare perntuaiguarda le curve del caso
generale e le curve relative all’approssimazione QT

In assenza di un campo magnetico esterno si ha

: X
6.1 —ix) =1- :
(6.1) (e =ix) L-iz)
che puo essere riscritta come
(6.2) (u-ixf=M-iN.
Dalla (6.2) segue che

1
(6.3) uz=%{(M2+N2)E+M},
e

1
(6.4) )(2=%{(M2+N2F—M}.

Paragonando la (6.1) con la (6.2) si ottengon@dgienti espressioni piteN

(6.5) M :1_(1:(7):1_0(
e
(6.6) N :(%):zxz,

49



dove

1

(6.7) { =(m.

Sostituendo la (6.5) e la (6.6) nella (6.3) e n@@ld) si ha

6.8) i (x)= 3l ox(x 2 + - ox)f
6.9) x0) =5l ox(x -2 - - o)}

Dalle (6.8) e (6.9) si vede clzeappare solo tramite la relazione (6.7) e quindusthey
non dipendono dal segno 4 al variare diz da 0 a 4o, {'varia da 1 a 0 come si puo vedere
dalla Figura 6.1.

T 1
4
05
- I I | ]
0 1 2 3 4
Z —
Figura 6.1

La Figura 6.2 mostra le curve peXX), per differenti valori di, calcolate tramite la (6.8)
mentre la Figura 6.3 mostra le curve p&X), per differenti valori di, calcolate tramite la
(6.9). Dalle Figure 6.2 e 6.3 si evince cpé:ha un minimo peX=2 che vale/%(2)=1<,
2@ 1A )=1/2((1-0"*+(1-9) ex(1)=1/2((1-0"*(1- ).

Nelle Figure 6.2 e 6.3 le linee tratteggiate cofréece indicano come le differenti parti di
curva si muovono al crescere di(quindi al decrescere d) e si pud notare che in alcune
porzioni di piano le curve crescono o decresconaatanamente al decrescere{gima in
altre porzioni di piano tali curve passano attraseun massimo (dipendente da al
decrescere di (al crescere df). Questo fatto merita di essere approfondito.

Differenziando la (6.8) e la (6.9), mantenendo a@ottX, si ottiene un massimo per un
determinato valore dj indicato d&,, espresso dalla relazione

_(x-4)
(6.10) = %= 2)
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Figura 6.2 Le curve peg(X). In (b) il dettaglio di (a) vicino I'origine.
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Figura 6.3 Le curve pei?(X). In (b) il dettaglio di (a) vicino I'origine.

51



La relazione (6.10) é rappresentata in FiguraBato chel € compreso tra 0 e 1, la parte
di curva della Figura 6.4 che interessa € queltaladinea piu spessa; inoltre in Figura 6.4
per leX positive c'& scritto che si studia il massimo pee questo & plausibile guardando la
Figura 6.2 dove si vede che il massimo gfesi ha in corrispondenza deMepositive, mentre
per leX negative si studia il massimo pére questo pure & plausibile guardando la Figura 6.3
dove si vede che il massimo pérsi ha per valori negativi .

-6 -5 -4 =3 -2

max. inX?

Figura 6.41 valori ({,) di £, al variare diX, che massimizzanoey.

La sostituzione della (6.10) nella (6.9), nell'intallo X<4/3, mostra che il massimo valore
1m(X), per qualsiasi valore dj & dato da

(6.11) Xa(X)= so-x)’

la (6.11) viene fuori perché sostituendo la (6ri€l)a (6.9) sotto radice vienexg4ax+4)/4)2
e, estraendo la radice, e considerandoXeh3, si prende (%)/2 il che permette chg>0.

Allo stesso modo, facendo ragionamenti analoghiualligfatti per ottenere la (6.11),
quandoX>4 il massimo valore di,2(X), per qualsiasi valore dj & dato da

2y X°
(6.12) (X)) = 8(X - 2)
2 X2 2 2r 1 2 XZ
Xe Xl 20N ;
8(2-x) or_ | J, 8(X2) _—
1+ | = '
C m ! D ——
i | B Al _
R e O A =
-6 4 -2 0 11 2 4 6 3
4/3 ey
Figura 6.5

Nella Figura 6.5 la (6.11) e rappresentata daltaecABC mentre la (6.12) dalla curva DE;
le regioni ombreggiate sono quelle nelle quali dssimo di?(X) e y4(X) varia, perX tenuto
costante, & che varia tra 1 a 0. Dalla Figura 6.5 si deduaétX) e »*(X) non vanno mai
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sopra DE e ABC e, considerando anche la Figurasbvede che comé&decresce da 1 a 1/4
la curvay’(X) parte da A passa per B e C per poi andare, @eme( decresce da 1/4 a 0 la
curvau’(X) si muove da « fino a D.

Riassumendo, la cury&(X) ha un minimo peK=2, e quindi come funzione avrebbe solo
un minimo; in realta dipende dae questo fa si che per valori positiviXiicon X fissato) si
abbia un valore massimo di(X) che dipende da un certo valdke La curvay®(X) di per sé
non ha né un massimo né un minimo ma, cpft), dipende da e questo fa si che, fissato
X, abbia un massimo in corrispondenza di un cerored,.

Si vuole mettere in evidenza ancora una volta efdene tutti i discorsi fatti e le figure
viste finora si riferiscano al caso di assenzaadigo magnetico esterno, questi sono validi, in
virtu di quanto detto nel 85.4, anche nel cas@grassimazione QL.

6.1 Approssimazioni per piccoli valori diZ e condizioni di riflessione

In molti casiZz’<<1 ed & quindi interessante vedere che forma assuita (6.8) e la (6.9)
sotto questa condizione. $8<<1 (si suppone&Z<1/3) allora(=1-Z> e la (6.8) e la (6.9),
escludendo la zona viciné=1, assumono le seguenti espressioni

(6.13) X>1 =g (f:fi),
(6.14) X <1 u2:(1—x)+ixz(;(f;§’x),
(6.15) x>1  x=(x _1)+:11—XZ(2>((4_—15)’*X),
(6.16) I :%%

Le equazioni (6.13)-(6.16) mostrano chi€X) e »*(X), eccetto che nella zona vicint=1,
possono essere espresse nella forma

(6.17) 12(X,2) = 12(X 0)+ 22F(X)
e
(6.18) X(X,2)= x*(x,0)+ 22G(X).

In Figura 6.6 sono mostrate le funziéitX) e G(X).
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G(X) (X - XX - 1)

X201 - X) x—

Figura 6.6

Si vede cheF(X), e quindiz® ha un minimo inX=2 in conformita con quanto trovato
prima. Si vede anche cl@&X) cambia segno quand&=4/3 in conformita con la richiesta che
la curvay®(X) deve stare sopra il valog&0) perX<4/3 e sotto il valorg(0) perx>4/3 (vedi
Figura 6.3.b). Avendo visto ch&(2)=1< e y4(2)=(, perZ’<<l1 (=1-Z°), si hau®(2)= 2% e
%*(2)=1-Z%. Analogamente avendo trovato qif¢1)=1/2((1-O)"*(1- ) e x(1)=1/2((1-O)"*
(1- Q) si ha, pez’<<l (=1-Z%), 1i*(1)= 4 (1)=(1/2)Z. | valori diu e y appena trovati peX=1
sono molto importanti perche frequentemente acchdain possibile livello di riflessione per
onde incidenti verticalmente sia situato vicinoztana in cuiX=1. Se, in corrispondenza di
questo livello, siaz chey sono sufficientemente piccoli, € stato mostrate eh'apprezzabile
riflessione puo avvenire. Se per esenyx®0.1 allora

(6.19) u1,z)= x(1z)Co2.
Risulta utile notare che, p&f<<1, 4*(1) ex*(1) sono proporzionali Z mentre, peX+1, le

parti diyze Xz delle (6.17) e (6.18) che rappresentano lo scastanrispetto al caso senza
collisioni sono proporzionali 2.
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6.2 Condizione di riflessione dov&=1 quandoZ*>>1

Se non ci fossero collisioni e non ci fosse un campagnetico esterno, un’onda che
viaggia verticalmente nella ionosfera sarebbe s$fle ad una quota dowé=1l; in questo
paragrafo si vedra cosa succede, ad una quotaXddyequando non c’€ un campo magnetico
esterno ma le collisioni sono cosi numeroseZhe1.

Le equazioni (6.8) e (6.9) &>>1 diventano:

(6.20) /"2}:1 (1+L;2))2¢(1—12j .
X 2 Z Z

Vicino X=1 valgono le disuguaglianZ&>>X e Z>>>X? e le (6.20) diventano

ze ) X)
(6.21) u? 01+ >3
e
1X?
6.22 2l X”
(6.22) X Ba5e

quindi # € quasi uguale a 1xeé piccolo; ne segue quindi che alla quota d&vé non c’'e
riflessione e I'onda si propaga verso altezze magghll'aumentare della quota la densita
elettronica (proporzionale X) aumenta e la frequenza di collisione (proporZera2)
diminuisce e quindi il rapportX/Z cresce fino ad una quota doXeZ. Supponendo che in
corrispondenza della quota doXeZ siaX=3, in modo ch&’=X>>>1, la (6.20) risulta essere
ancora valida e da

K1 L,
(6.23) )(2} DE{(1+1)2 _1},
da cui
X _
(6.23.a) ,u(? _1j 01
e
(6.23.b) X@ :1j 0045;

adesso quindi ha assunto un valore apprezzabile mgaancora prossimo a 1. Per stimare la
distanza sulla qualg € cambiato dal piccolo valore della (6.22) al valapprezzabile della
(6.23.b) si inserisce un valore X{iz=0.3 nella (6.20) e si ha
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(6.24.a) u@ = o.sj 01,

(6.24.b) ;(% = o.3j 0016.

Dalle (6.23) e (6.24) si vede quindi che quaido cresce da 0.3 a &,non cambia molto
ma y cambia da 0.16 a 0.45. E stato mostrato ch@ ey cambiano di una frazione
apprezzabile del loro valore, in una distanza ctepmparabile con la lunghezza d’onda,
allora un’apprezzabile riflessione pud avvenirepgd quindi concludere che sotto queste
condizioni un’apprezzabile riflessione pud avvenaka quota doveX=Z (e quindi in
corrispondenza di un valore Xp1).

6.3 Risultati per I'approssimazione QL

E interessante adesso esaminare la forma dellee gﬁ(X) eXZ(X) per una serie di
differenti valori della frequenza di collisionequando é valida I'approssimazione QL. Per
primo viene considerato il caso in cii|kl in modo cheXq. espresso dalla (5.22) sia
positivo per entrambi i segni dell'equazione. Leveuper.“(X) e x*(X) sono quindi quelle
delle Figure 6.2 e 6.3 corrispondenti ale positive; l'unica cosa a cui bisogna porre
attenzione & che in questo caso la scala deltteeve essere modificata in modo tale che
'ascissa X=1 corrisponda axX=(1z]Y.|) (al solito perché in condizione di propagazione
longitudinale le condizioni di riflessione si hanper X=(1+Y)). Esaminiamo adesso cosa
accade quandeva da zero a valori piu grandi; le quantita date da

B 1
1+ /(wr oy, |)

(6.25) £a

decrescono da 1 a 0, ma differentemente per i elgi®.sQuande=0 (’'=1) u & rappresentato
dalla curva ABC di Figura 6.2; comecresce { decresce) le curve di variano cosi come
rappresentato dalle frecce in Figura 6.2, per valoiX<4/3(1+)y.|) i valori dix crescono
costantemente mentre per valori di X>4/3¥1#|i valori di x inizialmente crescono e poi
decrescono. Quanda=0 ('=1) y é rappresentato dalla curva OHI di Figura 6.3 meo
cresce le curve givariano cosi come rappresentato dalle freccegorki6.3.

Si considera adesso il caso in c¥i|$1. In questo caso il comportamento del segno
superiore e simile a quello del ca¥|¢1, ma per il segno inferion€qo =X/(1-Y.|) € ora
negativo cosicché le curve pef(X) e »*(X) sono quindi quelle delle Figure 6.2 e 6.3
corrispondenti alleX negative. Dalla Figura 6.2 si vede che piu grande di 1 per tutti i
valori di X. Quandov=0, y vale zero per tutti i valori dK; quandov cresce, i valori djy
inizialmente crescono e poi decrescono. Alla fied 86.1 si & visto che s&=0.1 allora
1(1)=¢(1)=0.2; adesso, considerando che in approssimazion@&li 85.4)Z o =Z/(1|Y.|) e
Xor=X/(1£]Y ]), si ha che s&<0.1(1),|) allora u(1+Y,)=x(1+Y.)<0.2. Ragionando come
fatto all'inizio del capitolo si ottiene che adesiominimo valore diu® si ottiene per
X=2(1%)Y |) ed & pari a*=1-[1+ ZZ/(1+]Y. )™

Si vuole concludere questo paragrafo dicendo chisuitati ottenuti nel 86.2 possono
essere estesi anche al caso in cui &€ presente mpocanagnetico esterno ed e valida
'approssimazione QL. Considerando al solito letisagoni del 85.4 X' perX eZ perZ), se
Z%>>1 allora in corrispondenza dell'altezza do¥&=1 non ci sara riflessione ma, se
al’laumentare della quotZ decresce €X' cresce, allora un’apprezzabile riflessione puod
avvenire alla quota dov€=2Z'.

56



6.4 Approssimazione QT dove X=1, segno superiore

In assenza di collisioni, in approssimazione Qihdice di rifrazione per I'onda ordinaria
(segno superiore) diventa nullo quarXkil e I'onda viene quindi riflessa alla corrisponigen
altezza. Se siamo in presenza di collisioni e é&mdenza di collisione é sufficientemente
piccola I'approssimazione QT continua ad esserelaa l'indice di rifrazione puo diventare
piccolo. Se si riprende la (5.5) che esprime l'eeddi rifrazione in approssimazione QT per il
segno superiore

1-¢ X :
L-iz +(1- X -iz)cot? 3|’

(6.26) () =

guesta, quand®=1, diventa

1

6.27 n2 =1- .
6.27) QT (1-iZ cosed d)

Se Zcoseéd<1 (che corrisponde #<0.1sirfd), e ragionando come fatto alla fine del §6.1,
segue che

1
(6.28) 12D orey DX D or) DEZ coseé & = 1’ (1) gry OX° @) ore < 02.

6.5 Considerazioni finali

Un’onda incidente verticalmente nella ionosfera neieriflessa ad un’altezza in
corrispondenza della quales0, a patto chg non sia troppo grande in corrispondenza della
stessa altezza e sotto di essa. Nel capitolo J/isit@ che, quando=0, i soli valori diX che
annullanou e y sono uno o piu dei valoiX=1-Y, 1, o 1#, e la riflessione avviene in
corrispondenza delle relative altezze. Quandolgttreni collidono con le particelle pesanti il
valore dix non va mai a zero, ma €& stato mostrato che uréappbile riflessione puo
avvenire in corrispondenza di quelle altezze rispelle qualix decresce rapidamente verso
un valore piccolo, a patto chenon sia troppo grande. See abbastanza piccola questa
decrescita repentina diavverra proprio nelle vicinanze di una o piu atedovex=1-Y, 1, o
1+Y.

Si vuole concludere il capitolo riassumendo alctagwle di carattere generale:

(a) dovex=1:
1) 'approssimazione QL & valida se

(6.29) v >3,

e di conseguenza il valore @i non pud essere piccolo (si tengano presenti le
considerazioni fatte nel §86.3).
2) L’approssimazione QT e valida se

(6.30) V< %Iwcl ,
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e di conseguenza il valore glipuo essere piccolo a patto che il valore dia piccolo.
Facendo gli opportuni calcoli si trova chél) e y(1) sono abbastanza piccoli (<0.2)
nel momento in cui

(6.31) Z < 01sin* 9.
(b) doveX=1+Y,:
1) 'approssimazione QL é valida a patto ¢kd0°.

2) Facendo gli opportuni calcoli si trova chéltY,) e y(1tY.) sono abbastanza
piccoli (<0.2) nel momento in cui

(6.32) z<o041=Y,)
condizione che, cofi40°, puo essere approssimata a

(6.33) z <041=Y]).
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7. Velocita di gruppo

Considerata un’onda del tip&(z,)=Eexp(ikz)exp(wt), la sua velocitd di gruppo é
usualmente espressa nella forma

da
7.1 =—;
(7.1) Vo =

considerando che la velocita di fase=w/k risulta valida la seguente espressione per I'mdic
di rifrazione di gruppo

(7.2) 'u':E:C%:Cd(a‘/vf):d(ap):'u+a)d_'u.

Y/ dw dw dw dw

7.1 Assenza di un campo magnetico esterno
In assenza di un campo magnetico esterno e trastauta collisioni degli elettroni con le
particelle pesanti I'espressionerdé:

73) e =1-%

e dalla (7.2) segue che

(7.4) e =1.

Questo semplice risultato porta ad interessantiuil relazioni. La sua applicazione e
comunque ristretta a quei casi dove la (7.3) € aggimativamente vera, il che implica che
w*>>w?y, condizione questa che & raramente soddisfati@inabsfera terrestre.

7.2 Presenza di un campo magnetico esterno

Quando l'indice di rifrazione (di fase) é rappras¢m dall’equazione completa (1.49)
'espressione per l'indice di rifrazione di gruppopiuttosto complicata. Tale espressione é
stata valutata per alcuni casi speciali assumehedole collisioni siano assenti. A riguardo,
l'articolo piu completo e quello di Shinn e Whal@9%2, Journal of Atmospheric and
Terrestrial Physics) che illustra una serie di euphe mostranox'(X) per una serie di
differenti valori diY=wn/w quando I'onda forma un angolo di 23°16’ con il ggmmagnetico
esterno (cosa che succede ad esempio nel suddgbighiédterra per una propagazione
verticale).

Le curve per I'onda ordinaria sono mostrate in FRagl.1; la curva peY=0 corrisponde al

caso di assenza di campo magnetico esterno egresaptata dall'equaziopé=(1-X) ™2
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Figura 7.1 Curve che illustrano come varia, per il raggio opadio, 'indice di

rifrazione di gruppaq:’ in funzione diX, per differenti valori diY e per una direzione

di propagazione che forma un angolo di 23°16’ ¢@ampo magnetico esterno.
Quando si e in presenza di un campo magneticonestaie curva & appropriata per una
frequenza infinita dellonda. Per frequenze piudeage curve corrispondenti a valori piu
grandi diY sono le piu appropriate e si vede che per pia@dbri di X il valore dix’ € sempre
sotto quello pely=0, ma appenX si avvicina all’'unita il valore di’ supera quello peY=0.
Ne segue quindi che un’onda ordinaria che viaggieomosfera verso il livello=1 dove (o
nelle vicinanze del quale) verra riflessa, in uimermomento viaggia piu velocemente e poi
pit lentamente rispetto al caso di assenza di camgmgnetico esterno. Il risultante ritardo di
gruppo sara quindi piu grande o piu piccolo, rigpet quello che si ha p&t=0, in accordo
con la distribuzione dX (quindi della densita elettronica) con I'altezza.

Le curve per I'onda straordinaria prendono una todifferente a seconda chel oY>1.
QuandoY<1 il livello di riflessione €& raggiunto pe=1-Y e quindi & conveniente graficare
come funzione dx/(1-Y) per differenti valori diy. Dalla Figura 7.2 si puo vedere che le curve
giacciono tutte sopra quella corrisponde¥t®, cosi che il ritardo di gruppo &€ sempre piu
grande di quello che verrebbe calcolato in assdnzampo magnetico. Le curve tratteggiate
sono disegnate pé0 (approssimazione QL) e si pud vedere che soritbomizine a quelle
corrispondenti #=23°16'. Per I'onda ordinaria I'approssimazione @tn pud essere usata in
guanto in tal caso la riflessione sarebbe avvepeitX=1+Y e non peX=1.
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Figura 7.2 Curve che illustrano come varia, per il raggio atdenario, l'indice di
rifrazione di grupp:’ in funzione dix/(1-Y), per differenti valori div<1.

QuandoY>1 la componente straordinaria viene riflessa aalquota doveX=1+Y e quindi
e conveniente graficare le curve come funzion¥/¢i+Y). Dalla Figura 7.3 si vede che tali
curve hanno un massimo pé&x(1+Y) e chex’ va sotto la curva corrispondent&=0 comeX
si awvicina a 1¥. La linea tratteggiata interseca le differentiveunei punti doveX=1 e si
vede come essa sia molto vicina ai massimi dellie carrve.
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Figura 7.3 Curve che illustrano come varia, per il raggio @tdinario, 'indice di
rifrazione di gruppq.’ in funzione diX/(1+Y), per differenti valori div>1. | massimi
delle curve giacciono vicino la linea tratteggiete rappresenta i valori di(X=1).

NOTA: Considerazioni di getto sulle condizioni di riflesse.
La riflessione peK=1 significa

S8,

N:l:a)?naxl:a)ﬁ ;

la riflessione peK=1-Y significa che

15
ig=1—Y:>wfnax S
“ - 1oy

Ora, seY<1 (seY>1 la relazione perderebbe di significato in quasitotterrebbero delle
frequenze negative) alloramaxwmaxy € questo vuol dire che la frequenza critica di
riflessione dell'onda straordinaria € maggiore aedorrispondente frequenza critica di
riflessione dell’onda ordinaria. In altre paroleparita di altezza I'onda straordinaria viene
riflessa ad una frequenza maggiore rispetto alboaddinaria (e a pag. 31 si € visto ehe
w~wul2). Mentre invece a parita di frequenza I'ondaatdinaria si riflette ad una quota
inferiore rispetto quella alla quale si rifletteifda ordinaria; infatti 'onda ordinaria si riflett
per X=1, che corrisponde alla condizionéy=w? mentre I'onda straordinaria si riflette per
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X=1-Y, che corrisponde alla condizione’\=w*wwy, € questo significa che I'onda
straordinaria si riflette in corrispondenza di drequenza di plasma piu piccola o meglio ad
una quota piu bassa.

La riflessione peK=1+Y significa che

@, =1+Y = &} =w'2“m“

o’ e 1+yY’

e sia chey<l, sia cheY>1, allorawmax<wmax1 € questo vuol dire che la frequenza critica di
riflessione dell'onda straordinaria € minore debarrispondente frequenza critica di
riflessione dell'onda ordinaria. In altre paroleparita di altezza I'onda straordinaria viene
riflessa ad una frequenza minore rispetto all'onddinaria (e a pag. 31 si é visto che
wsonl2). Mentre invece a parita di frequenza I'ondaatdinaria si riflette ad una quota
superiore rispetto quella alla quale si rifletienida ordinaria; infatti 'onda ordinaria si riflett
per X=1, che corrisponde alla condiziondy=w? mentre 'onda straordinaria si riflette per
X=1+Y, che corrisponde alla condizione’=w’*+wwy, € questo significa che I'onda
straordinaria si riflette in corrispondenza di drequenza di plasma piu grande o meglio ad
una quota piu alta.
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8. Applicazioni alla ionosfera terrestre: un modelb di ionosfera senza
campo magnetico

Nei discorsi che seguono saranno considerati dfferehti modelli di ionosfera. In
entrambi verra supposto che la densita elettrosiaastratificata orizzontalmente. Quando
sara discussa la penetrazione di uno strato sgmdosto che la densita elettronica cresca

proporzionalmente con l'altezza fino al raggiungnee di un massimo sopra il quale
decresce. Questo tipo di strato € illustrato iruFag.1.

N—>
Figura 8.1

Quando l'attenzione verra posta a quelle onde ohe siflesse nella parte bassa di uno

strato, non vicina al massimo di densita, verrdais@ modello differente le cui proprieta
sono rappresentate in Figura 8.2.
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La densita elettronica cresce esponenzialment® Valgo, come indicato dalla linea CD
che rappresenta I'andamento della frequenza amgdigplasmawy in funzione dell’altezza.
Viene supposto chi vari con l'altezza nel modN=Neexpf/H) doveH=8km cosi cheoy €
proporzionale a exp(2H). Il modo in cui la frequenza di collisione deaeson l'altezza e
rappresentato dalle linee AB ed EF. Sebbene qumestiello & stato costruito per avere una
qualche somiglianza con la parte bassa dello skateve essere inteso solo come illustrativo
e non deve essere considerato come realmente seppaiate la struttura di tale strato.

Quando si prende in considerazione un campo magnesterno il comportamento é
piuttosto complicato ma al momento siamo unicamenteressati a vedere quello che
succede in assenza di un campo magnetico esterno.

8.1 Frequenza di penetrazione

In assenza di un campo magnetico esterno e tramtmta collisioni tra gli elettroni e le
particelle pesanti, un’onda incidente verticalmergeebbe riflessa ad una quota dpw® (e
stato detto infatti che quando gli elettroni cadlid con le particelle pesanti il valorexdnon
va mai zero), condizione che si ottiene quaKda ossia quando la frequenza di trasmissione
uguaglia la frequenza di plasma

(8.1) fy =9WN;

quindi se il massimo valore 8 dello strato &\, la frequenza piu alta che pud essere riflessa
dallo strato si ottiene sostituentlig, nella (8.1). Questa frequenza é détémuenza criticao
frequenza di penetrazione dello strato

8.2 Altezza di riflessione

Non trascurando le collisioni 'indice di rifraziemon diventa mai zero; come gia visto nel
capitolo 6 a pag. 50 il suo valore minimo si raggje perX=2 ed & uguale a 1-1/(Z%. Per
studiare le condizioni di riflessione e quindi iie$to uno studio piu approfondito. Uno studio
semplificato mostra che la riflessione avviene apprezzabile probabilith ad una quota alla
quale £o/u)(du/dh)>>1, dovelo & la lunghezza d’onda nel vuotd & la quota (reale). Ora, se
vicino la quota dové&=1 si haz’<<1, & stato mostrato (§6.1, pag. 54) pf@)=(1/2)Z ed &
quindi piccolo; inoltre d/dX ha un valore finito cosi che, a meno che la dareittronica
vari molto lentamente con la quota, la quantitguf)(du/dh) & grande. Quindi, anche in
presenza di collisioni, si avra una considerabflessione alla quota in corrispondenza della
guale si ha&=1, a patto che

* JpNnon sia troppo piccola,
» il valore diZ non sia troppo grand&<0.1),
» il gradiente di densita elettronica non sia tropjmzolo.

Quindi a patto ch&<0.1 la riflessione avviene in corrispondenza dglata alla quale
X=1. Nella Figura 8.2 i punti della linea CD rapmeno le varie altezze alle quali, in
corrispondenza di diversi valori valor della fregma di trasmissione, si raggiunge la
condizionexX=1, e CG e la parte di questa linea che corrispafidecondizione&Z<0.1 (quindi
le altezze rappresentate dalla linea CD sono quelleorrispondenza delle quali si avra
effettivamente una riflessione). Per frequenze miidoquella corrispondente al punto G la
condizionez’<<1 non & piu verificata e quindi la riflessioner pe1 non pud piti avvenire
(come gia visto nel 86.2, pag. 55-56, in questad@oni x~1 ey~0). L'onda quindi viaggia
verso l'alto, senza essere riflessa e senza esssoebita (attenzione al fatto che questo é vero
in prossimita della quota dowé=1; in realta I'onda potrebbe aver subito un asswmhto
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pronunciato gia prima di arrivare a questa qudiad, a quote doveddh o d¢/dh diventano
grandi e questo, come visto in precedenza (86.¢, $8), accade in corrispondenza delle
guote dovexX=Z; quindi, seio € grande abbastanza, una riflessione avvieneovigueste
quote individuate dalla linea HJ in Figura 8.2.

Se, in corrispondenza della quota do#&, i gradienti non sono troppo elevati elséon
e troppo grande solo una piccola parte dellondeisse una riflessione mentre la parte
principale continua a viaggiare verso l'alto.

8.3 Altezza equivalente di riflessione

Ad alte frequenze le onde sono normalmente riflessgrossimita dell’altezza reale
doveX=1. Se un impulso elettromagnetico viene trasmas#a ionosfera ritornera da questa
altezzah; dopo un intervallo di tempo che dipende dal vattelta sua velocita di gruppo che
e variabile. Se lo stesso intervallo di tempo éi@gato dall’onda per viaggiare fino ad
un'altezzah’ e quindi tornare indietro con una velocita comisgente a quella della luce,
allorah’ viene chiamataltezza equivalente di riflessiord & data dall’'espressione

hy
(8.2) h :.[,u'dh,

0
dovey’ é I'indice di rifrazione di gruppo. Trascurand@@dmpo magnetico terrestre e I'effetto
delle collisioni dalla (7.4) si ricava

1

Iu:(l—x)’; con X = (e?/,me? N(h),

(8.3) U=

doveN(h) rappresenta il profilo verticale di densita elmtica.

E importante una volta di pid rimarcare il fattceda (8.3) & valida trascurando il campo
magnetico e nel caso in cui 'effetto delle cobisi sia molto piccolo. Quando si considera un
campo magnetico le espressioni per gli indici tfagione di gruppo delle due componenti
magnetoioniche sono molto piu complicate e, a agapn € corretto usare la (8.3) anche solo
per la componente ordinaria.

8.4 Assorbimento dell'onda

L’assorbimento totale subito dall’onda nel suo giagverticale di andata e ritorno verso la
quota dove:=0 puo essere espresso in termini di un coeffieientiflessione definito come
il rapporto tra il campo d’onda ricevuto e quelleecverrebbe invece ricevuto in assenza di
assorbimento. Il coefficiente di riflessione e d&é come segue

(8.4) p= ex%— ZTOKd h} .

U=

In assenza di un campo magnetico esterno il ciefiie d’assorbimenta & dato dalla
(2.19), dove si é posto =0, che sostituita nella (8.4) da

e Ny
(8.5) -logp= dh.
gocm ﬂj;l :u(a)z + Vz)
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La (8.5) rappresenta I'assorbimento totale sub#at’ahda. Si vuole adesso considerare
separatamente I'assorbimento prodotto dové (assorbimento non-deviativo) e dovesi
discosta fortemente da 1 (assorbimento deviativo).

8.4.1 Assorbimento non-deviativo
Quandou=1 la (8.5) mostra che I'assorbimento non-deviapive € dato da

e ' Nv
8.6 —-lo =— | ——dh.
(8.6) 9P o P P

Spesso pud essere assunto che nelle regioni redplonslella maggior parte
dell’assorbiment@®>>v? in modo tale che la (8.6) diventi

2 h
8.7) ~10g Ay = ——— [Nvdh,
£,CMeS §
e dalla (8.7) si vede che
(8.8) —logpy, D w™.

La (8.8) € spesso usata per caratterizzare |'asseno non-deviativo.
Se si usa la (8.7) per calcolare I'assorbimenta@ito dal doppio attraversamento di uno
strato di Chapman allora si usano Nezv le seguenti relazioni

_ 1j_h_ _h
(8.9) N(h)—NOexp{E{l v seC)(ex;{ HJH

h
8.10 V=v,expg ——|,
(8.10) ! ;{ Hj
e si ottiene
2 3 2
(8.11) -logpyp = 4_13Mﬁ(c03)()5 - 4_138 H NV, ,
gCcm of £Cm

dove N, e vy, rappresentano i valori dl e v in corrispondenza del massimo dello strato
mentreNp e vo rappresentano i valori &l e v in corrispondenza del massimo dello strato
quandoy=0. La (8.11) ci dice che se tutto I'assorbimentai eco ricevuto dalla regione F
fosse causato da un assorbimento non-deviativondi sirato E di Chapman allora Jog
sarebbe proporzionale a (cgg’’, e sempre dalla (8.11) si vede che la quantitd (%
sarebbe proporzionaleNy, e v, In realta gli esperimenti non sono in accordo leoteoria e
quindi tutto cio porta a pensare che I'onda subistassorbimento anche in altre zone della
ionosfera.
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8.4.2 Assorbimento deviativo
Quando I'onda subisce un assorbimento in una regitmveu si scosta da 1 allora si puo
usare la (2.21) che viene riportata di seguito

% 1 1
8.12 =Y <
(842 T (1i|YLI){/J ”}

e, in assenza di campo magnetico, inserendo 12)(8€lla (8.4) si ottiene
2 2 2
vV dh V(o
8.13 -lo =2|kdh=—| 2| — -2\ udh|=—\P -P]J.
(8.13) 90 { 2c“y J;,U } 20( )

In assenza di campo magnetico la quantitarappresenta 'indice di rifrazione di gruppo
(perche in assenza di campo magneticel/u) e quindi nella (8.13) i due termini
rappresentano rispettivamente il cammino di gruppee il cammino di faseP? percorsi
dall'onda. Il valore djpp pud essere grande sia perché grande ma anche perch&-p) é
grande. Nel caso di assorbimento non-deviatieg, sono entrambi vicini a 1 e quind®’(P)

e piccolo; I'assorbimento é tuttavia grande pencbégrande e I'equazione (8.13) non sarebbe
in questo caso molto utile. In altre circostanz@on & molto grande g assume valori
importanti solo quando P(-P) & grande. Questo implica che e ' si discostino
apprezzabilmente da 1, che e proprio cio che acgadedo I'onda si trova vicino alla zona di
riflessione doves é grande (perche la velocita di grupgotende a zero) mentge tende a
zero.

Misurazioni di f£’-P) associate a variazioni di leg in condizioni di penetrazione dello
strato, sono stati usate per determinare tramii®.1) i valori div a determinate altezze.
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9. Applicazioni alla ionosfera terrestre: un modelb di ionosfera con
campo magnetico

Quando e presente un campo magnetico I'onda elsiyoetica trasmessa verticalmente
verso la ionosfera viene birifratta in due ondeattaristiche indipendenti. Se i cambiamenti
verticali della ionosfera sono sufficientementeduiai, tali onde caratteristiche mantengono
la loro indipendenza e la polarizzazione di ognca@bia gradualmente in modo tale che ad
ogni quota si ha quello che si avrebbe in una i@ma®mMogenea con le caratteristiche proprie
della quota in esame. Se non ci fossero collistohicampo magnetico non fosse esattamente
verticalex? avrebbe I'andamento mostrato in Figura 9.1 eflessioni delle due componenti
avverrebbero peX=1 eX=1-Y quandoY<1 e perX=1 eX=1+Y quandoY>1.
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Figura 9.1

Consideriamo adesso cosa succederebbe in un maaeiiplice di ionosfera del tipo di
guello in Figura 8.1, dove la densita elettrori;asopra un’altezzy, € proporzionale ah{
ho) fino ad un’altezzdn, in corrispondenza della quale si ha il massimdetiisita elettronica
Nm.

E interessante a questo punto graficare le cureerappresentano le altezze alle qiali
diventa uguale a ¥; 1 e 1# per una serie di differenti radio frequenze, ala proposito e
conveniente normalizzare tutte le frequenze e msrle come multipli della girofrequenza
wn. In Figura 9.2 le ascisse rappresentariw?®y (=1/Y?) e sono proporzionali al quadrato
della radio frequenza, le ordinate rappresentafgw?; e sono proporzionali alla densita
elettronicaN. L'onda ordinaria viene riflessa ad un’altezzael®«1, il che significaw=wn €
questo e rappresentato dalla curva DKHE. L'ondaosttinaria viene riflessa ad un’altezza
dove X=1=Y, il che significaw’w’i=w?lw*twloy € questo & rappresentato dalle curve
DLIC e BJFA. In primo luogo si suppone che il massidi densita elettronica dello strato
venga raggiunto ad un’altezha corrispondente alla linea (a) della Figura 9.2estderiamo
quello che succede al variare, o meglio al dimanuiiella frequenza dell’onda. La riflessione
dellonda straordinaria avviene prima dall’'altezza ad una frequenza corrispondente al
punto A e come la frequenza viene ridotta I'altedizéflessione si riduce fino a raggiungere
la basehy dello strato in corrispondenza di un valore délsguenza uguale a quello della
girofrequenzawy (punto B della Figura 9.2). Per valori ancora passi della frequenza
(quindi perw<wy) la riflessione dell’onda straordinaria avverrelpes altezze rappresentate
dal tratto di curva CD. L'onda ordinaria inizia adsere riflessa ad un’altezhg per una
frequenza corrispondente al punto E della FiguBaedla sua altezza di riflessione scende
uniformemente & in corrispondenza di una frequenza nulla. Tuttestpé schematicamente
riassunto in Figura 9.3 dove le linee nere rappras® I'onda ordinaria mentre le linee
tratteggiate rappresentano l'onda straordinaria.
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Figura 9.2
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Le linee piu spesse rappresentano l'altezza eaqntaldi riflessione, mentre quelle piu fini
rappresentano le altezze reali di riflessione. 'Médirpretazione di queste curve bisogna
ricordare quanto visto a proposito della velocit@mippo (capitolo 7) ed in particolare che
per frequenze non troppo vicine alla girofrequehiralice di rifrazione di gruppo assume
valori grandi quando il valore della densita et@itca &€ prossimo al valore critico necessario
alla riflessione dell'onda, quindi pefvicino a 1 (onda ordinaria) o Y{onda straordinaria)
(vedi Figure 7.1, 7.2 e 7.3).

Quando la riflessione avviene in prossimita del smae dello strato c’é un considerevole
path dovex~1 (0 X=1+Y) e quindi dove il ritardo di gruppo é rilevantes¢@ I'onda reale, che
viaggia con una certa velocita di gruppo, rispeatiguella che viaggia alla velocita della luce
rallenta drasticamente); 'aumento del ritardo dippo, per esempio, vicino i punti A e E
della Figura 9.3a € proprio dovuto a questo eddi&ato con P per rimarcare la sua relazione
con la frequenza di penetrazione (in realta tutfiunti della linea nera sono punti che
corrispondono alla condizion¥=1, ma il ritardo di gruppo & molto piu marcato leel
vicinanze del massimo dello strato; analogo distpes le linee tratteggiate).

Per I'onda straordinaria e per frequenze vicina gltofrequenza I'indice di rifrazione di
gruppo assume valori grandi per un intorno di validiN centrato sul valore necessario alla
riflessione dell’onda (vedi Figure 7.2 e 7.3 petoviadi Y prossimi a 1); il considerevole
ritardo di gruppo, per esempio, vicino i punti BCedella Figura 9.3a € proprio dovuto a
guesto. Quindi e un ritardo di gruppo che non altun modo associato con la penetrazione
dello strato (infatti non € relazionato con la nmassdensita elettronica dello strato come
invece era il caso dei punti A e E) ed e indicain G proprio per rimarcare la sua relazione
con la girofrequenza.

Se lo strato con il massimo di ionizzazione norséosppresentato dalla linea (a) ma dalle
linee (b) e (c) della Figura 9.2, allora le corasdenti curveh(f) e h'(f) sarebbero quelle di
Figura 9.3.b e 9.3.c.

Se gli strati fossero due, uno sopra l'altro, lenfa della curvd’(f) dipende da quale linea
della Figura 9.2 (tra la (a), la (b) o la (c)) reggenta il massimo di densita elettronica dello
strato; una serie di possibilita € illustrata igu¥a 9.4 dove le lettere corrispondono a quelle
della Figura 9.2, quelle superiori corrispondonio atrato superiore mentre quelle inferiori
allo strato inferiore.

NOTA: guardando la Figura 9.2 sembra che in alcuni casiriflessione dell'onda
straordinaria sullo strato inferiore possa avvepiriena della riflessione dell’'onda ordinaria
sullo strato superiore. Ad esempio se si considerae strato superiore la linea (a) e come
strato inferiore la linea (b) si dovrebbe avere uiflassione dell'onda straordinaria sullo
strato superiore in A, quindi un’altra riflessiotell’'onda straordinaria sullo strato inferiore in

F e quindi la riflessione dell’'onda ordinaria suilivato superiore in E; ora perdo guardando la
Figura 9.4 si capisce che cosi non é. In realt&tgue& una cosa che potrebbe accadere se gli
strati fossero abbastanza vicini, come ¢ effettvatim il caso rappresentato dalla Figura 9.2,
cosa che nella realta non accade. Quindi la Figltanon rappresenta esattamente quello che
si ha nella Figura 9.4, c’é un piccolo difetto dirha.
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Usualmente accade che le piu alte frequenze a wierge la riflessione delle due
componenti sono entrambe piu alte della girofregaen modo tale che la parte finale della
curva h'(f) sia uguale a quella di Figura 9.3.a e 9.3.b. $iddvisto che le frequenze di
penetrazione dell'onda straordinaria soddisfanel@zioni

X—].:Y:ﬁ—l:&:a)l: wﬁ+£_&
9.1 (Xx-17=Y?- w 4 2
a)H

135 w, o}
X-1=-Y=> N 1=-"H s = [af + +H
wZ w 2 N 2

Dalle (9.1) si evince che per alte frequenzg-wo~(1/2)wy. Quindi, in assenza di
collisioni, la curva sperimentale e splittata iredilal campo magnetico terrestre e quando le
frequenze di penetrazione non sono piccole c’edifferenza costante in frequenza tra le due
pari a (1/2p.

Quando vengono considerate le collisioni tra gittebni e le particelle pesanti in prima
istanza bisogna decidere quali, tra le approssonaf)T e QL, € la piu appropriata. Alla
quota dovexX=1 I'approssimazione QT e valida s8€(1/3)v. € si € gia visto che, sebbene in
presenza di collisioni non diventa uguale a zero pérl, c’e tuttavia la possibilita di avere
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una marcata riflessione Z&0.1 (vedi 86.1). Se invece alla quota dozl €v>3w. allora
dovra essere usata I'approssimazione QL e,Ygér gli indici di rifrazione dell’'ordinario e
dello straordinario andranno a zero alle quote d6vetY e X=1-Y.

Ricapitolando:

a) sev<(1/3) alla quota doveX=1, le due onde sono riflesse vicikel e X=1-Y (se
Y<1), 0X=1+Y (seY>1), come accadrebbe in assenza di collisionirel&zione tra le
due frequenze di penetrazione rimang-word~(1/2)wy;

b) se inveces>3w, alla quota dovéX=1, conY<1, le due onde sono riflesse alle quote
dove X=1+Y e X=1-Y e la relazione tra le frequenze di penetraziong&vor=wn;
con Y>1, sempre in condizioni>3w. alla quota doveX=1, viene riflessa solo
un’onda alla quota dové=1+Y.

In prima battuta si potrebbe pensare che la rel@zig-wo~(1/2)wn, quand0v2<<a)02
alla quota doveX=1, possa essere usata per avere un valore acdiratoe quindi diH in
corrispondenza dell'altezza di riflessione. In t@ajuesto non & possibile a causa della non
isotropia della ionosfera che fa si che i paccheftinda del radio impulso non
necessariamente viaggino verticalmente verso Iessstepunto; le due componenti
magnetoioniche sono deviate differentemente e vaggino punti diversi dove il massimo di
densita elettronica puo essere differente. Ad egelb alte latitudini i valori osservati delle
due frequenze di penetrazione sembrano esserestarisicon il fatto che i loro punti di
riflessione sullo strato F siano separati orizzionéate di circa 60 Km.

9.1 Triplo splitting e raggio Z

Nei siti dove l'angolo d’inclinazione magnetica Evato spesso accade che la traccia
sperimentale sia caratterizzata da un triplo spittome si puo vedere in Figura 9.5.

R

7
Figura 9.5

La separazione delle frequenze di penetrazioneadeio Z e del raggio X € ugualevg e
inoltre si e visto che il raggio Z ha la stessaapnkazione del raggio O. Riguardo a questo
fenomeno di seguito vengono illustrate due possipiegazioni.

SPIEGAZIONE DI ECKERSLEY E RYDBECKSse l'angolo tra la normale al fronte
d’'onda e il campo magnetico terrestre non e tropemde le curve(X) e y(X) per I'onda
ordinaria e straordinaria sono come quelle ripertatFigura 9.6; 'onda ordinaria verrebbe
riflessa vicino C, doveX=1, e la straordinaria vicino G, dové1-Y. Comunque vicino il
punto doveX=1 entrambe le onde caratteristiche possono progpiag@uesto é rappresentato
dalla linea continua BC, per I'onda ordinaria, dladdinea tratteggiata DE, per I'onda
straordinaria.
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Inoltre le curveu(X) e y(X) possono anche essere usate per studiare lazzel@oneR
delle due onde in virtu del fatto che pfiFy) e R sono legate, in assenza di collisioni, dalla
(2.41) (in presenza di collisioni basta aggiungdketermine +Z al denominatore).

Bisogna porre I'attenzione sui seguenti punti: {&jno X=1 le quantitdu, y e R, per
entrambe le onde, cambiano rapidamente al varia¥eal(b) nella parte ombreggiata della
Figura 9.6y, ¥ e quindiR, dell’onda ordinaria e straordinaria, non sonotmdifferenti.

Quindi quando un’onda ordinaria, viaggiando in uezao in cuiX cresce gradualmente,
raggiunge la zona corrispondente a quella ombreggaFigura 9.6, per rimanere un’onda
ordinaria caratteristica, deve cambiare rapidamémtsua polarizzazione; potrebbe quindi
succedere che per un piccolo cambiamento di pakaiane essa si inizi a propagare come
un’onda straordinaria. Come risultato si ha in tfighe parte dell'energia viene trasferita al
ramo DEF della curva straordinaria di Figura 9duedi viaggia ancora piu su nello strato F
venendo riflessa alla quota doXel+Y; ed é proprio questa riflessione che é resporedsil
raggio Z. Nel suo viaggio di ritorno dalla quotavdoX=1+Y avviene un ulteriore
accoppiamento e parte dell'energia passa al ramaéBonda ordinaria e quindi il raggio Z
ha una polarizzazione uguale a quella che ha 'endmaria riflessa alla quoté=1.
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Figura 9.6

SPIEGAZIONE DI ELLIS un radio impulso incidente sulla ionosfera viesmittato
nell’onda ordinaria e nellonda straordinaria entla straordinaria incidente verticalmente
viene riflessa ad una quota doX¥el-Y. Se la frequenza di collisione & piccola risulédida
'approssimazione QT per I'onda ordinaria incidemégticalmente (vedi 85.1) che, quando
raggiunge la quota dowé=1, viene quindi riflessa.

Il raggio Z e causato da parte dell’impulso deldanordinaria incidente in modo obliquo
sulla ionosfera con un angoio Questo impulso viene rifratto man mano che paneéila
ionosfera e ad una quota dove l'indice di rifraei@u la normale al fronte d’onda forma un
angolo® con la verticale dato da

74



(9.2) sini = usind.

Per certi valori dii pud succedere che alla quota doel I'angolo @ coincida con
'angolo @y (vedi Figura 9.7) complementare dell’angolo dilimazione magnetica del
campo magnetico terrestre; in tal modo anche $eetpenza di collisione € piccola risulta
valida I'approssimazione QL e quindinon riesce a raggiungere valori piccoli alla quota
dove X=1. Di conseguenza alla quota doXel, al contrario di quanto accade per I'onda
incidente verticalmente, I'onda incidente obliquasteenon viene riflessa. Tale onda continua
quindi a propagarsi verso quote piu elevate fil@ @liota doveX=1+Y; qui x assume valori
piccoli e 'onda viene riflessa (in realta poictenbolo di incidenza €l'onda é riflessa dove
u=sini ma in questo contest@ piccolo (circa 10°) ed é sufficientemente acuparreu=0).

Ora dato che la riflessione € obliqua I'onda ritoen alla quota dovX=1 secondo una
direzione che non é parallela al campo magnetitedte e quindi I'approssimazione QL non
e piu valida; ©x € quindi piccolo (perché I'approssimazione QL nenpiu valida),
'assorbimento € grande e I'onda non riesce quindiornare sulla Terra. Se pero ci sono
delle irregolarita nella distribuzione elettronigaino la quota doveX=1+Y, doveu € piccolo,
ci possono essere forti fenomeni di scattering’apprezzabile parte dell’energia puo quindi
ritornare indietro lungo la direzione d’incidenzaato che in questo caso le condizioni sono
le stesse che hanno caratterizzato I'onda incidéapprossimazione QL perché=dy)
'onda non ha difficolta a penetrare la quota d¥vé.

’///)/(//7///6////’/7/2/{’/////////’////////////////////7/////////////////////////// 2

Figura 9.7

Le onde scatterate indietro dalla quota d¥wé&+Y, in una direzione piuttosto differente da
quella identificata da®y, in corrispondenza della quota do¥el non si troveranno in
approssimazione QL e quindi non riusciranno a passacome se alla quota doXel ci
fosse una finestra permessa al di fuori della gueleonde scatterate non riescono a
raggiungere la Terra.
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9.2 Frequenze basse e ionosfera bassa

Fino ad ora sono state trattate soprattutto ondef@muenza prossima o superiore alla
girofrequenza e sono stati quindi discussa la parienhe degli strati ionosferici. In questo
paragrafo saranno considerate le basse frequeglzsteati bassi della ionosfera e sara quindi
conveniente supporre che la densita elettronicacaresponenzialmente con l'altezza senza
che ci sia un limite.

A tale proposito si riconsidera il modello di iof@s illustrato in Figura 8.2 tenendo pero
questa volta in considerazione il fatto che é presein campo magnetico. || modello di
Figura 8.2 e ripetuto in Figura 9.8 dove I'andamedtlla frequenza di collisione con
'altezza € rappresentato dalla linea AB mentrendamento della densita elettronica é
rappresentato dalla linea CD che rappresenta lfaed#o della frequenza angolare di plasma
wnin funzione dell’altezza.

130

120 = Wi =0~ 0w,

110
Z=01(1-Y)
v=01(v—w,)

100
90
80 N
~3
=01 (1+Y)
70 =01 (w+ w,)
B
60 X
@Wor y— I
3x103 108

Figura 9.8

La frequenza indicata cof € importante perché e quella frequenza in comdpoza
della quale si h=1 dovev=w, (tale uguaglianza, come mostrato nel capitologi ga-41, e
molto importante; si & visto infatti che, al paggagli X=1, a seconda chedv|>1 o {o/v|<1
il segno che rappresenta I'onda ordinaria e stiaarih pud cambiare). Il livello al quale
v=(1/3)w. viene al solito utilizzato per delimitare le region cui € valida I'approssimazione
QT, quandoX=1, cosi come spiegato nel 85.1. Sono disegnateedadineeX=1+Y e X=1-Y.
Se quindiv non € mai abbastanza grande da impedireliaraggiungere valori piccoli vicino
X=1 0 X=14Y, allora si hanno delle riflessioni nei seguensica

(@) a patto che valga I'approssimazione QT dof=l, I'onda ordinaria sara riflessa

dalla corrispondente altezza, cosi come indicalia diaea spessa continua CG. Le
frequenze interessate da questa riflessione somtleqohe vanno d& fino
all'infinito.

(b) Per frequenze maggiori d2 I'onda straordinaria sara riflessa ad un’altezesaed

X=1-Y (linea CLH), sew>wy, € ad un’altezza dové=1+Y (linea tratteggiata ClI) se
w<wy.
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(c) Per frequenze minori d 'onda ordinaria sara riflessa ad un’altezza dxwé+Y
come rappresentato dalla linea continua IK. Qupstahé, per frequenze minori di
Q, I'onda ordinaria passa ad un’altezza do¥=l, dove in questo caso non viene
riflessa perché il valore della frequenza di cale non € piccolo, in
corrispondenza di una condizione/y|<1. Questo implica che nel passaggio per
X=1 (ricordarsi dei discorsi fatti nel capitolo 4gpad0-41) per poter continuare a
parlare di onda ordinaria nella (1.49) non dobbigiioconsiderare il segno + ma |l
segno -, in corrispondenza del quale la condizidingflessione e propricX=1+Y
(perché siamo nella condiziongwy).

Si vuole adesso vedere in che modo le collisiorsspao interferire con le riflessioni
impedendo a di raggiungere valori piccoli, e per fare questtag riferimento alle regole di
carattere generale illustrate nel 86.5.

Per i discorsi fatti nel 86.3 e poi riassunti nélsgsi e visto che s&>0.1(1),|) allorau
non potra mai raggiungere valori piccoli alle atiezdoveX=1+Y,. Nella Figura 9.8 sono
mostrate le linee Z>0.1(1£Y,) che intersecano le curvé=1tY_ nei punti J e L, che
rappresentano quindi le frequenze piu basse creoposssere riflesse perlty,.

Per quanto riguarda le frequenze minori di J sepoe riprendere i discorsi fatti nel §6.2
sulla riflessione dov&X=1 (in questo caso, sempre ricordandosi delle imlazicavate nel
85.4 tra I'espressione di in approssimazione QL e quella relativa al cas@asienza di
campo magnetico, ¥=1 ossiaX=1+Y,) quandoZ?>>1 (in questo caso Z*>>1). Nel §6.2 &
stato detto che essend®>>1, doveX=1, nessuna riflessione & possibile per I'ondananda.

E stato perd anche detto che alllaumentare delidagia densita elettronica (proporzionale a
X) aumenta e la frequenza di collisione (proporZereZ) diminuisce e quindi il rapporto
X/Z cresce fino ad una quota doXeZ; se in corrispondenza di cjocambia marcatamente
(al contrario dix che invece rimane praticamente invariato) e abbaat rapidamente (o
meglio in una distanza che & comparabile con lgHamnza d’onda,) allora si & detto che e
possibile che la riflessione possa avvenire. Ituwii cio in Figura 9.8 é disegnata la linea in
corrispondenza della qual¥=Z; su questa, il tratto MN rappresenta proprio quelbve é
possibile che avvenga una riflessione dell’'ondadfpé € il tratto di linea, corrispondente a
X=Z, dove si pud consideraré>>1).
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10. Onde in una miscela di ioni e elettroni

Nei calcoli effettuati nel capitolo 1 é stato agsurhe, sebbene gli elettroni e gli ioni siano
presenti in numero uguale, solo gli elettroni ieflzano la propagazione dell’onda
elettromagnetica, in quanto per gli elettroni ppartoN/m é di gran lunga piu grande rispetto
a quello degli ioni. In questo capitolo la questioriene esaminata un po’ piu in dettaglio e
verranno ricavate delle espressioni che permetterah capire come gli ioni, a patto che
siano sufficientemente numerosi, possano influenleapropagazione delle onde.

Le girofrequenze degli ioni di massa e degli elettroni di massax sono uguali
rispettivamente a ugHoe/m) e (woHoe/m) (nella ionosfera terrestre la girofrequenza
elettronica e circa 1.2 MHz, mentre quella ionicgai circa a 50 Hz), e quindi il loro
rapporto émy/ m (circa 4-10).

Nel seguito verranno considerate onde di frequenako piu grande della girofrequenza
ionica in modo che l'effetto del campo magneticter® sul moto degli ioni possa essere
trascurato. Se la frequenza dell'onda fosse corbpareon la girofrequenza degli ioni allora i
calcoli eseguiti in questo capitolo risulterebbeom appropriati; una tale circostanza potrebbe
ad esempio verificarsi nella ionosfera solare wicd una macchia solare caratterizzata da un
forte campo magnetico.

10.1 L’indice di rifrazione della miscela
Le equazioni del moto degli elettroni sono datenedn assenza degli ioni, dalle (1.32)
che qui riscriviamo

£,X E, =P, —iY P +iY,P

L" ye T ze?

(10.1) £,X.E, =P, +iY,_P

L" xe?

£,X.E, =-P,~iY,P

xe*

Dato che si & detto che I'azione del campo magnetigli ioni pud essere trascurata, le
corrispondenti equazioni del moto per gli ioni liano essere

EXE, =P,
(10.2) £ X.E, =-P,,
‘gOXiEz = _Pzi!

e, se gli elettroni non fossero presenti, 'ondad{\(1.9), (1.14) e (1.15)) avrebbe un indice di
rifrazionen; dato da

P_
(10.3) n’ :1+iu =1-X,.
& [E|
La polarizzazione totale € data da
(10.4) P=P+P,

e la terza equazione delle (1.16) richiede che
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(10.5) P,=P,+P,=-¢&,E,.
Sostituendo la (10.3) nella (10.5) si ottiene

(10.6) &,E,n? =-P,

ze*

La (10.6) e la prima equazione che evidenzia iufding” che gli elettroni hanno con gli
ioni. Sotto I'azione congiunta del campo dell’'orelattromagnetica e del campo magnetico
esterno gli elettroni si muovono, in generale, an€irezionez, e questo “raggruppamento” in
guesta direzione origina un camippche quindi agisce sugli ioni.

| calcoli a questo punto sono uguali a quelli fa#l capitolo 1. Sostituendo la (10.6) nella
terza equazione delle (10.1) si ha

(10.7) (- x./n2)P, = -iY,P

ricavandoP,. dalla (10.7) e sostituendolo nella prima equazibelée (10.1) si ottiene

2

—— _ YT 1
(108) one(Ex/Pxe) - (1 1_ Xe/nizj IYL (Pye/Pxe)’

e, riarraggiando la seconda equazione delle (16i.hy
(10.9) £,X (E,/P.e)=-1+iY, (P./P.).

Nel capitolo 1 si & visto che onde caratteristideeono soddisfare la condizione

P
(10.10) B —
E. E,
ma adesso, considerando la (10.3)
(1011) Px / Ex = (Pxi + Pxe)/ Ex = gO(niz _1)+ PXE/EX ’
e analogamente
(10.12) P,/E, = (Pyi + Pye)/ E, = go(niz _1)+ Pe/E,y -

La (10.11) e la (10.12) mostrano che se la (1G13lida allora

P
(10.13) Pe — e
E. E,

Valendo la (10.13) dalle (10.8) e (10.9) si ricava

(10.14) iv (P./P.J - [¥2 10~ X /2 )[P. /P ]+iY, =0.
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L’equazione (10.14) corrisponde alla (1.36) a partetibfehe ora al posto & c’é XdJ/ni°.
La soluzione della (10.14) da

EYZ ly“
T T
2 - 4 +YL2

|
Re Y |1-X./07 | f-x/m)

(10.15) r=

che é molto simile alla (1.37). Sostituendo la (10rida (10.9) si ottiene

P
(10.16) X _(E,/Pe)=-1+iY,r = Ei === ~X JL=iY,r).

0~y

Si e visto nel capitolo 1 che e possibile esprimere Gadii rifrazione come

P
(10.17) n?=1+—2L,
&,E,

che, in virtu delle (10.3) e (10.16) puo esseretsctibme
(10.18) n? =n? -X J(1-ivY,r)
e sostituendo nella (10.18) la (10.15) si ottiene alla fine

2
(10.19) n?/n? =1- Xe /N
1—;\@2 M- X, /1n?)z EYT“ Mf-x, 1 nf)+\(f}2

Se non ci fossero gli ioni? sarebbe uguale a 1 e la (10.19) corrisponderebbe con
I'equazione di Altar-Appleton (1.42) per in termini diX. Se la (1.42) viene indicata con
A(X) allora la (10.19) puo esser riscritta come

(10.20) n’/n’ = A(X./n?).
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11. Calcolo dell'indice di rifrazione usando la nadzione tensoriale

Si vuole in questo capitolo calcolare lindice di rifrazionel dhezzo magnetoionico
utilizzando la notazione tensoriale, e per fare cio ssitiera il problema nella maniera piu
generale possibile supponendo il campo magnetico impégtgiacente in una direzione
qualsiasi. Le equazioni costitutive del mezzo (1.47) damsmin questo caso

£,XE, =-UP, =iY,P, +iY,P.

y z?

(11.1) £,XE, =iY,P, ~UP, =iY,P,

X'z

£,XE, =iY,P, +iY,P, —~UP,,

doveU=1-Z. La (11.1) puo essere scritta nella seguente forntdaciade

E, 1 -U -y, iYy P,
(11.2) Ey = 1Y, -U -iY, Py ,
EX| . . :
E Y Y u \P

z y X z

che usando la notazione breve diventa

(11.3) E=6¢"'P,
dove
-U iy, iy,
(11.4) 6l=_1 iY, -U =iy,
EX ,
-y, iy,  -U

rappresenta il tensore dell'inverso della polarizzabittviamente se il mezzo fosse isotropo
o sarebbe uno scalare). Per calcolare l'indice di rifrazioisegna fare adesso uso delle
equazioni di Maxwell che per un’onda che si propaga luagdirezionez possono essere
poste nella forma (1.16, la terza), (1.22) e (1.2@) qui di seguito sono riportate

&2 -1, =P,
(11.5) & -1, =P,
~&,E, =P,

La forma matriciale della (11.5) &

(11.6) g,

o
>S5
N
|
H
o
m
I
N-U <-U X-U

che considerando la (11.3) e la (11.4) si pu0 anctiecse
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n-1 0 0)-U =iy, iv,
(11.7) X 0 n*-1 0| iy, -U ~-iy,|=1
0 0 -1)-iv, iy, ~-U

La (11.7) implica che

~u(?-1)-x  -iv,(n2-1) v, (?-1)
(11.8) iv,(-1)  -u(?-1)-x -iv,(n*-1) =0,
iv, -iv, U - X
che, se si consideEX/(n*-1), diventa
~U-A -iy, iv,
(11.9) iv, ~U-A -iy,  |=0;
iv, ((n?-1) -iv,/(n>-1) (U-X)/n>-1

se adesso si pong=0, Y=Y e Y,=Yrla (11.9) da

&

2 _ YT2 —_ —Vv2 =
(11.10) A +2A{U —Z(U_X)}u{u ( —x)} YZ=0

che corrisponde praticamente con la (1.49), ossia uazgne quadratica inf che risolta da
proprio i due valori din® corrispondenti alle due onde caratteristiche.

E interessante a questo punto considerare la natura deleeti polarizzazione che si
ottiene invertendo la (11.4)

A A A A A o2
(11.11) G:al%) iuY,-Y)Y, U’-Y?  -iUY,-YY, |.

—iUY, =YY, iUY, -VY)Y, uz-v?
SeHy viene preso lungo la direziozelloraYx=Y,=0 e la (11.1) diventa

CU -icYy, ©
(11.12) 6=¢,|iCY, CU o |
0 0 -X/U

doveC=-X/(U%Y?). Il tensore dielettrico pud essere scritto nella forma
(11.13) € =1+ ole,

e quindi in virtu della (11.12) si ha
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1+CU -icY, 0
(11.14) g=| iCY, 1+CU 0

z

0 0 1-X/U

Il tensore dielettrico (11.14) pud essere espressonizidne delle quantit?, n,>e ns’che
rappresentano rispettivamente il quadrato dell'indice di idreez delle onde ordinaria e
straordinaria che si propagano lungo il campo magne¢i dell'onda ordinaria che si propaga
ortogonalmente al campo magnetico, ed espresse ekligani

n?=1- X /(U +Y,),
(11.15) n?=1-X/(U -Y,),
n; =1- X/U.

Dalle (11.15) segue che

l(nl2 +n§):1+CU,

(11.16) i
Slnf —n)=-c.

e quindi la (11.14) diviene

Sleent) Sie-ng) o
(11.17) &= —%i(nf—nzz) %(nf+n22) 0
0 0 n?

La (11.17) da proprio il tensore dielettriean termini dei tre indici di rifrazione;®, n,” e
ns” delle tre onde caratteristiche. Mezzi anisotropi tensori dielettrici sono familiari nella
teoria dell’ottica dei cristalli ma in quel casdeinsori sono di una forma piu semplice e
possono essere scritti nella forma seguente

n 0 0
(11.18) e=| 0 nl 0],
0 0 n?

doven?, n* en® sono gli indici di rifrazione delle onde che sbpagano lungo le tre principali
direzioni del cristallo.
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Appendice

A.1 Frequenza di plasma

Vogliamo studiare il moto degli elettroni dovuto @mpo elettricde perturbante dell’onda
elettromagnetica.

Per fare questo supponiamo che gli elettroni sstspm di una distanzarispetto agli ioni,
nell'ipotesi che gli ioni siano fissi, che non @ snoto di agitazione termica, che lo strato sia
infinitamente esteso e la configurazione unidimemsie, e che gli elettroni si muovano
unicamente in virtu della forza di richiamo esextEt dagli ioni oscillando cosi attorno alla
loro posizione di equilibrio. Come si vede dallgia a.1.1 si crea quindi un doppio strato di
carica e quindi un campo elettriEpindotto.

—

E campo elettrico perturbante
dell'onda e.m.

+ -

+ -
ioni T X = elettroni
fizs=i + - mobili

+ — -

Ei

+— -

campo eletirico

indotto

Figura a.1.1

La forza elettrica di richiamo esercitata dagliiisagli elettroni (quindi la forza elettrica di
richiamo esercitata dal campo elettrico indotto) &

2
(A.1.1) eE =2 = N&X
EO 80

essendwl/ey il campo elettrico di un doppio strato di caricg €onsidera il valore della
permittivita elettrica del vuotey) e c=Nex(conN densita elettronica per unita di volume e
carica dell’elettrone) la densita superficiale drica (in realtds € la densita volumica del
cilindretto di base unitaria e altezzaquesta densita volumica diventa superficiale Ipeie
cariche vengono sbattute sulle basi di questodriitto). L'’equazione del moto dell’elettrone
e quindi

(A.1.2) m—,:- =—-———X,

conm massa dell’elettrone e dove il segno — & dovufatsd che la forza di richiamo agisce
in verso opposto allo spostamento causato dal caehgitrico perturbante. Gli elettroni
descrivono quindi oscillazioni armoniche di frequan
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Ne?

g,m’

La fy definita dalla (A.1.3), dettitequenza di plasmaappresenta la frequenza con la quale
gli elettroni oscillano attorno agli ioni se spdstialla loro posizione d’equilibrio. Un plasma

si pu0 considerare neutro su scale temporali maggiel corrispondente periodo di
oscillazioner>>1/wy.

(A.1.3) w, =27, =

A.2 Girofrequenza
La forzaF che si esercita su una cargtahe si muove con velocitain un campo magnetico
Be

(A.2.2) F=qgvLCB=qvBsind,

doved e I'angolo compreso tnae B.

La (A.2.1) mostra che la forZa(detta forza di Lorentz) esercitata dal campo retiga sulla
caricaq € proporzionale solo alla componente della vedogitogonale al campo magnetico;
quindi quando una carica si muove all'interno dawegione dove & presente un campo
magnetico, la componente della velocita paralleleB anon viene alterata mentre la
componente ortogonale al campo magnetico subiracualerazione. Questa accelerazione
tende a piegare la traiettoria della carica att@lilinee di forza dB, che quindi descrivera
un’elica (nel caso in cui ci sia una componentdadgklocita parallela &8, altrimenti
descrivera un cerchio).

La proiezione su un piano perpendicolar8 & quindi un cerchio di ragginy, che viene
determinato uguagliando la forza centripgteB agente sulla carica, doveé la componente
della velocita ortogonale®, con la forza centrifuger.wy®; ne segue che

(A.2.2) mr, &}, = qr, @, B = w, =l3,
m

dove m e la massa della carica considerata. dya espressa dalla (A.2.2) viene detta
girofrequenza A latitudini medie e alle quote ionosferiche si ha-1.2MHz. Per le
girofrequenze ioniche, che si ottengono ddllamoltiplicandola permgm, e che hanno
interesse nella interazione delle onde a frequemaiéo basse con il magnetoplasma e nella
magnetoidrodinamica, il campo di frequenze é albttio di 50Hz.

A.3 Velocita di fase e velocita di gruppo

Finché si trattano problemi che riguardano una solda monocromatica, non fa alcuna
differenza parlare di velocita di fase o di veladii gruppo, indipendentemente dal mezzo in
cui ci troviamo. In pratica, non ci si imbatte niraionde cosi semplici che sono soltanto una
rappresentazione matematica semplice di una piuplessa realta fisica. La piu
monocromatica delle radiazioni presenta sempregmaopagliamentdw di componenti di
diverse frequenze intorno ad una frequenza fondtaieerPer questa ragione si introduce una
velocita di gruppoyy che é la velocita dell'insieme di tutte le compathenonocromatiche
contenute nell'intervalloAw. Un impulso composto da componenti monocromatiche
(pacchetto d’onde) viaggia nei mezzi materiali getocitavg; prima e dopo I'impulso non vi
é energia ed e per questo che si dice che la wlagie la velocita con cui si propaga
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'energia. All'interno dell'impulso che si allargzel tempo, da qui la dispersivita, le onde di
frequenzan, si propagano ognuna con la propria velocita d ¥as

Data un’onda periodica non armonica, a horma d& teorema di Fourier, € in generale
possibile risolverla come somma di un appropriaimero di onde armonichedmponenti
armonich@, ognuna avente appropriata ampiezza, frequeaga,ifiziale, e rappresentata con
una espressione generale del tipo (consideranamda’che si propaghi lungoe polarizzata
linearmente lungg):

(A.3.1) Ey:a+iAjsin(naI—¢n),

dove a e il valore medio diE, e @ una costante detta pulsazione fondamentale; I'onda
Assin(wt-p1) prende il nome ditomponente fondamentgle prima armonicg, mentre le onde
cui corrisponden=2, 3, ... prendono il nome diecondaterza..armonica Se il periodo
dell’'onda €T, perw si ha il valore 2/T, le pulsazioni si succedono a intervalli discestii ha
unospettro di Fourier a righeSe invece I'onda non € periodica, allo sviluppaérie (A.3.1)
va sostituito uno sviluppo integrale, corrisponéeménte alla circostanza che le pulsazioni
delle componenti si succedono con continuita,f@sinospettro di Fourier continuo

Allo scopo di trarre da un caso semplice conseguéizarattere generale, consideriamo
I'onda risultante dalla composizione di due soldepiane armoniche non omocromatiche, di
uguale ampiezza, polarizzate linearmente allo gtesxdo del tipo:

(A3.2) {Eyl = Asin(awt - k),

E,, = Asin(a)zt - kzx).

Applicando la seguente formula di prostaferesi

. . a+F .
sina £sinf =2cos > sin ,
I'onda risultante risulta essere

= FE TS

cioe un’onda la cui pulsazione e la cui fase iméz&ono pari alla media dei valori competenti
alle due onde componenti, e la cui ampiezza (lantifaatra parentesi quadre) varia
sinusoidalmente con pulsazione e fase iniziale giéai semidifferenza dei valori competenti
alle due onde componenti; il profilo d’onda é raggmntato in Figura a.3.1 dove le linee
tratteggiate hanno per equazione I'espressiona@apptante I'ampiezza, cioé rappresentano
'onda di ampiezza.

1l mw
“dii4

Figura a.3.1
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La velocita di fase; on cui si propaga la fase{+w)t/2-(k;+ko)x/2 vale

(A.3.4) y =fatls
kK,

mentre lavelocita di gruppovg con cui si propaga I'onda di ampiezza, cioé laeih con cui
si propaga il “gruppo di onde” inviluppato da taleda vale

, — G
(A.3.5) v, =21 72
’ k1_k2

Se si e nel vuoto, in cui la velocita non dipend#ladfrequenza, le velocita delle due onde
sono uguali e pari & e, di conseguenza, sono uguali le due velocittask e di gruppo
dell’onda risultante. Se invece si & in un dielettmateriale, le due velocita delle due onde, a
causa della dispersione, sono diverse e sono qdiudise la velocita di fase e di gruppo
dell'onda risultante: il massimo del profilo d’ondiepropaga con velocitg, mentre I'onda in
esso inscritta si propaga con veloolfaE importante osservare clevelocita di fase & la
velocita con cui si spostano i fronti d’'ondlael caso di un’onda armonica, luogo dei punti in
cui la fase istantanea ha il medesimo valore), redatvelocita di gruppo € la velocita con
cui si propaga I'energia associata alle onde

Per generalizzare dal caso particolare considebatsta supporre che le pulsazioni delle
due onde differiscano di una quantita infinitesimmaé cioé porre wi;-w,=dw e,
conseguentementie,-k;=dk; la (A.3.5) assume quindi la forma

_da

A.3.6 ==
(A.3.6) Vo = 4k

A.4 Lunghezza di Debye
Consideriamo una carica di proggpositiva circondata da elettroni in equilibriortéco.

Risolvendo I'equazione di Poisson si puo deterngiribpotenzialeg risultante, che risulta
essere

__q LA
(A.4.1) E prp exp{[ ADJ(“Z) }

doveZ ¢ il valor medio della carica ioniealp € lalunghezza di Debygari a

KT

(A.4.2) > =\ &N

E evidente dalla (A.4.1) che pes</p il campo & dovuto alla carica di prova, ma per
dell'ordine o maggiore dip il campo é sostanzialmente ridotto (schermato)idzgttroni.
Per distanze minori della lunghezza di Debye i datiaputi a particelle carichadividuali
sono predominanti e il plasma si comporta comensieme di particelle non correlate. Al
contrario, su grandi distanze il comportamentoviitliale & schermato dall’azione collettiva
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di molte patrticelle. Infatti, per tali distanze,pio avere solo un comportamentalettivo, in
cui le particelle si comportano in modo coerente.

Per capire come si arriva alla (A.4.1), si considargas ionizzato con densita uniforme di
elettroni liberi N e di ioni positiviN* ionizzati Z, volte N=},ZN"). Se il sistema & in
equilibrio termodinamico in un potenziale elettad&to @, le cariche si disporranno secondo
la distribuzione di Boltzmann

_ ey ()= N* axd - 289
(A.4.3) N(r)—Noex;{—J N(r)_Noex;{ KTJ,

doveNy e No' stanno ad indicare valori delle densita in assemzampi ed in condizioni di
equilibrio termodinamico. Gli esponenziali in (A3%sono ifattori di Boltzmanrche danno la
probabilita che una carica si trovi in un punto depziale¢ quando il suo moto termico
corrisponda ad una temperat(reSi introduca ora una caricgn r=0. |l potenziale risultante
si otterra risolvendo I'equazione di Poisson:

(A.4.4) D= —gi[qd(r)—eNo exr{%)+eZZiNg exp{—z};—iﬂ.

0

Linearizzando gli esponenziali ped/KT<<1 (energia termica media delle particelle piu
grande dell’energia potenziale elettrostaticaptisene:

(A.4.5) DZ¢;:_Ei{qé(r)—eNo(h%}eZzi Ng(l_%”ﬂ;

indicando corZ il valor medio della carica ionica, ed introducend lunghezza di Debye
(A.4.2), la (A.4.5) diventa

A4.6 2p-—2%—=-9.5(),
(A.4.6) P hezy = g o)

che ha come soluzione

__q _r :
(A.4.7) @= pr ex;{( /‘DJ(1+Z) }

Si dice quindi che uplasma é elettricamente neutro su scale di lunghea maggiori
della distanza di Debye, ossia pdr>> Ap si haN=N".

La (A.4.2) ci dice che la lunghezza di Debye dipedd temperatura e densita elettronica;
in particolare, se la densitd & grande/p € piccola e quindi un piccolo spostamento degli
elettroni sullo sfondo costituito da ioni, fa siecsi eserciti una forza di richiamo che tende a
neutralizzare lo spostamento. Viceversa, per hadsrii di N, /p € relativamente grande e le
cariche sono da considerarsi quasi libere, cio® pottoposte ai campi di richiamo generati
dalle cariche vicine.
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NOTA: la distribuzione di Boltzmane una funzione di distribuzione per gli stati di u
sistema. Essa descrive la funzione di distribuzipee la frazione di particell®&i/N che
occupa uno stateesimo con energig;:

oo it
i i KT

(A.4.8) A .
Toen{ L7

doveN=YN; e il numero totale di particelle e dogeé il numero di stati aventi enerdia Il
termine exp(E/KT), che indica la probabilita relativa, non normadita, di un singolo stato, e
chiamatdfattore di Boltzmanme appare spesso nello studio dei processi figibimici.
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